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  لتكن𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
في البسط د درجة كثيرة الحدو  إذا كانتعندئذ حدود،  تيكثير  𝑄(𝑥)و 𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

 :دجلن أي نجري القسمة الإقليدية أو تساوي درجة كثيرة الحدود في المقام فإننا نقسم البسط على المقام أكبر
𝑃(𝑥) = 𝐻(𝑥) × 𝑄(𝑥) + 𝑆(𝑥) 

 حيث 
 𝐻(𝑥)  وهو كثير حدود القسمة ناتجيمثل 
  𝑆(𝑥)  )وهو كثير حدود درجته أصغر تماماً من درجة )باقي القسمة𝑄(𝑥)سوم عليه()المق 

 بالتالي
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝐻(𝑥) +

𝑆(𝑥)

𝑄(𝑥)
 

 عندئذ

∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫ 𝐻(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑆(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 

∫ 𝐻(𝑥)𝑑𝑥                     بسهولة نجذي 
∫ التكامل

𝑆(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥  يتطلب تفريق )تحليل( بسهولة أو  نجذي  إما أن𝑆(𝑥)

𝑄(𝑥)
 بسيطه إلى مجموع كسور جزئية 

 أنجز التكامل التالي :1مثال

𝐼 = ∫
𝑥5

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 

 الحلّ:
 نجري القسمة الإقليدية: لذلك درجة كثيرة الحدود في المقام من تماماً  درجة كثيرة الحدود في البسط أكبرنلاحظ بأنّ 

𝑥5 = (𝑥3 − 𝑥)(𝑥2 + 1) + 𝑥 
 بالتالي:

𝑥5

𝑥2 + 1
= 𝑥3 − 𝑥 +

𝑥

𝑥2 + 1
 

𝐼 = ∫ (𝑥3 − 𝑥 +
𝑥

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 = ∫(𝑥3 − 𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

𝑥4

4
−

𝑥2

2
+

1

2
ln(𝑥2 + 1) + 𝑐 

 تفريق الكسور:
𝑅(𝑥)لتكن  =

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
الحدود في البسط أصغر تماماً من  حدود، و درجة كثيرة تيكثير  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

على شكل مجموع منته من الدوال الكسرية البسيطة  𝑅(𝑥)درجة كثيرة الحدود في المقام، بالتالي يمكن كتابة الدالة الكسرية 
∫و بالتالي فإن 

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 لكسور بسيطة. تتكاملا إيجادؤول إلى ي 

  نميز الحالات الآتية:
𝑅(𝑥)لتكن  :الحالة الأولى =

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
حدود، و درجة كثيرة الحدود في البسط  تيكثير  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

 :تأصغر تماماً من درجة كثيرة الحدود في المقام عندئذ إذا كان
 

𝑰دراسة التكامل من الشكل  = ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 
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 𝑄(𝑥) .تتحلل إلى جداء عوامل جميعها من الدرجة الأولى و غير مكررة 
𝑄(𝑥)أي:  = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2) … … (𝑥 − 𝑎𝑛)  
 عندئذ  

𝑃(𝑥)

(𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2) … … (𝑥 − 𝑎𝑛)
=

𝐴1

𝑥 − 𝑎1
+

𝐴2

𝑥 − 𝑎2
+ ⋯ +

𝐴𝑛

𝑥 − 𝑎𝑛
 

،𝐴1،𝐴2حيث  … ،𝐴𝑛     ن بطريقتينعيّ ثوابت عددية ت: 
 طرفي المساواة المطابقة بين  نضرب بالمقام المشترك ثمإما بتوحيد المقامات ثم  

𝑥)نضرب الطرفين بالمقدار  𝐴𝑘أو نتبع الطريقة الآتية: لتعيين  − 𝑎𝑘) ثم نعوض 𝑥 = 𝑎𝑘 في العلاقة الناتجة. 
 التالي التكاملأنجز  :2مثال

∫
𝑥2 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(2 − 𝑥)
𝑑𝑥 

بالتالي نفرق الكسر إلى  ،كثيرة الحدود في المقام درجة من تماماً  أصغردرجة كثيرة الحدود في البسط نلاحظ بأنّ  الحل:
 مجموع كسور جزئية بالشكل التالي 

𝑥2 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(2 − 𝑥)
=

𝐴1

𝑥 − 1
+

𝐴2

𝑥 + 1
+

𝐴3

2 − 𝑥
… . (∗) 

  لتعيين𝐴1  : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب (𝑥 −  نجد (1
𝑥2 + 1

(𝑥 + 1)(2 − 𝑥)
= 𝐴1 +

𝐴2(𝑥 − 1)

𝑥 + 1
+

𝐴3(𝑥 − 1)

2 − 𝑥
 

𝑥 نعوض =  نجد: في العلاقة الناتجة   1

12 + 1

(1 + 1)(2 − 1)
= 𝐴1 + 0 + 0 ⟹ 𝐴1 = 1 

  لتعيين𝐴2  : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب (𝑥 + 𝑥 ثم نعوض (1 =  في العلاقة الناتجة 1−
𝐴2نجد:  = −

1

3
 

  لتعيين𝐴3  : 2)بـ  (∗)طرفي العلاقة نضرب − 𝑥) ثم نعوض 𝑥 =  في العلاقة الناتجة 2
𝐴3نجد:  =

5

3
  

 ومنه:

𝑥2 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(2 − 𝑥)
=

1

𝑥 − 1
−

1
3

𝑥 + 1
+

5
3

2 − 𝑥
 

 وبالتالي:     

∫
𝑥2 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)(2 − 𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
−

1

3
∫

𝑑𝑥

𝑥 + 1
+

5

3
∫

𝑑𝑥

2 − 𝑥

=  𝑙𝑛|𝑥 − 1| −
1

3
 𝑙𝑛|𝑥 + 1| −

5

3
 𝑙𝑛|2 − 𝑥| + 𝑐 

 التالي التكاملأنجز  :3مثال

∫
7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
𝑑𝑥 

𝑥3لدينا الحلّ: + 𝑥2 − 6𝑥 = 𝑥(𝑥2 + 𝑥 − 6) = 𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3) 
7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
=

7𝑥 − 5

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
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7𝑥 − 5

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
=

𝐴1

𝑥
+

𝐴2

𝑥 − 2
+

𝐴3

𝑥 + 3
… . (∗) 

  لتعيين𝐴1 : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب 𝑥 نجد 
7𝑥 − 5

(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
= 𝐴1 +

𝑥𝐴2

𝑥 − 2
+

𝑥𝐴3

𝑥 + 3
 

𝑥و نجعل  =  نجد: في العلاقة الناتجة  0

7(0) − 5

(0 − 2)(0 + 3)
= 𝐴1 + 0 + 0 ⟹ 𝐴1 =

5

6
 

  لتعيين𝐴2  : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب (𝑥 − 𝑥و نجعل  (2 =  علاقة الناتجة في ال 2
𝐴2نجد:  =

9

10
 

  لتعيين𝐴3  : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب (𝑥 + 𝑥و نجعل  (3 =  نجد في العلاقة الناتجة 3−
𝐴3 = −

26

15
 و منه: 

7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
=

7𝑥 − 5

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
=

5
6
𝑥

+

9
10

𝑥 − 2
−

26
15

𝑥 + 3
 

 و بالتالي: 

∫
7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
𝑑𝑥 =

5

6
∫

𝑑𝑥

𝑥
+

9

10
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 2
−

26

15
∫

𝑑𝑥

𝑥 + 3
 

∫
7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
𝑑𝑥 =

5

6
 𝑙𝑛|𝑥| +

9

10
 𝑙𝑛|𝑥 − 2| −

26

15
 𝑙𝑛|𝑥 + 3| + 𝑐 

𝑅(𝑥)لتكن  :الحالة الثانية =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
دود، و درجة كثيرة الحدود في البسط ح تيكثير  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

 :تأصغر تماماً من درجة كثيرة الحدود في المقام عندئذ إذا كان
 𝑄(𝑥)  تتحلل بالشكل 𝑄(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑘 أي(𝑥 − 𝑎)  مكرر𝑘 حيث  مره𝑘 عندئذ  عدد طبيعي ، 

𝑃(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝑘
=

𝐴1

(𝑥 − 𝑎)𝑘
+

𝐴2

(𝑥 − 𝑎)𝑘−1
+

𝐴3

(𝑥 − 𝑎)𝑘−2
+ ⋯ +

𝐴𝑘

(𝑥 − 𝑎)1
 

,𝐴1حيث  𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑘  يجب تعيينها.ثوابت عددية 
 أنجز التكامل التالي :4مثال

∫
𝑥2

(𝑥 + 1)3
𝑑𝑥 

 الحل:
𝑥2

(𝑥 + 1)3
=

𝐴1

(𝑥 + 1)3
+

𝐴2

(𝑥 + 1)2
+

𝐴3

(𝑥 + 1)
… (∗) 

  لتعيين𝐴1  : ـب (∗)نضرب (x + 1)3  
𝑥2 = 𝐴1 + 𝐴2(𝑥 + 1) + 𝐴3(𝑥 + 1)2 

𝑥 ثم نعوض =  نجد: في العلاقة الناتجة  1−

𝐴1 = 1 
  بـ  (∗)نضرب طرفي العلاقة𝑥  ثم نجعل𝑥 ⟶  نجد  ∞+

𝐴3 = 1 
  نعوض𝑥 =  نجد (∗)في طرفي العلاقة  0

0 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 
𝐴2بالتالي          = −2 
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∫
𝑥2

(x + 1)3
𝑑𝑥 = ∫ (

1

(x + 1)3
−

2

(x + 1)2
+

1

(x + 1)
) 𝑑𝑥

= −
1

2(𝑥 + 1)2
+

2

(𝑥 + 1)
+ 𝑙𝑛|𝑥 + 1| + 𝑐 

 التالي التكاملأنجز  :5مثال

𝐼 = ∫
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑥 

 لدينا الحلّ:
𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 = 𝑥(𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1) = 𝑥(𝑥 − 1)3 

𝑥3+1الكسر  مقام

𝑥(𝑥−1)3  فيه𝑥  من الدرجة الأولى و(𝑥 −  مكرر ثلاث مرات عندئذ  (1
𝑥3 + 1

𝑥(𝑥 − 1)3
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

(𝑥 − 1)3
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
+

𝐷

(𝑥 − 1)
 

𝑥(𝑥 ثم نضرب الطرفين بالمقام المشترك في الطرف الثاني بتوحيد المقامات −   نجد: 3(1
𝑥3 + 1 = 𝐴(𝑥 − 1)3 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥(𝑥 − 1) + 𝐷𝑥(𝑥 − 1)2 

 بالإصلاح:
 𝑥3 + 1 = (𝐴 + 𝐷)𝑥3 + (−3𝐴 + 𝐶 − 2𝐷)𝑥2 + (3𝐴 + 𝐵 − 𝐶 + 𝐷)𝑥 − 𝐴 

 بالمطابقة بين الطرفين نجد:

{

𝐴 + 𝐷 = 1
−3𝐴 + 𝐶 − 2𝐷 = 0

3𝐴 + 𝐵 − 𝐶 + 𝐷 = 0
−𝐴 = 1

 

𝐴بحل هذه الجملة نجد  = −1, 𝐵 = 2, 𝐶 = 1, 𝐷 =  ه:و من 2
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
= −

1

𝑥
+

2

(𝑥 − 1)3
+

1

(𝑥 − 1)2
+

2

𝑥 − 1
 

∫
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑥 = − ∫

𝑑𝑥

𝑥
+ 2 ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)3
+ ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)2
+ 2 ∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
 

∫
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
𝑑𝑥 = −𝑙𝑛|𝑥| −

1

(𝑥 − 1)2
−

1

𝑥 − 1
+ 2 𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝑐 

𝑅(𝑥)لتكن  الحالة الثالثة: =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
حدود، و درجة كثيرة الحدود في البسط  تيكثير  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

 :تأصغر تماماً من درجة كثيرة الحدود في المقام عندئذ إذا كان
 𝑄(𝑥) = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑘  حيث𝑘 ≥ 𝑎𝑥2 التربيعي الحدود ثلاثيعدد طبيعي و  1 + 𝑏𝑥 + 𝑐 مميزه سالب 

𝑃(𝑥) عندئذ  الكسر

𝑄(𝑥)
  :بالشكل التاليتحلل ي 

𝑃(𝑥)

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑘
=

𝐴1𝑥 + 𝐵1

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑘
+

𝐴2𝑥 + 𝐵2

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑘−1
+ ⋯ +

𝐴𝑘𝑥 + 𝐵𝑘

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)1
 

𝑎𝑥2)الطرفين بـ  نضربلتعيين الثوابت العددية  + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑘 .ثم نقوم بعملية المطابقة  
 كما توجد طرق أخرى لإيجاد الثوابت نوضحها من خلال بعض الأمثلة.

𝑅(𝑥)لتكن  :عامه ملاحظة =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
حدود، و درجة كثيرة الحدود في البسط  تيكثير  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

 :تأصغر تماماً من درجة كثيرة الحدود في المقام عندئذ إذا كان
𝑄(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑚(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟 

𝑎𝑥2علماً أنّ  + 𝑏𝑥 + 𝑐  كثير حدود تربيعي مميزه سالب عندئذ 
𝑷(𝒙)

(𝒙 − 𝜶)𝒎(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)𝒓
=

𝑨𝟏

(𝒙 − 𝜶)
𝒎 +

𝑨𝟐

(𝒙 − 𝜶)
𝒎−𝟏 + ⋯ . +

𝑨𝒎

(𝒙 − 𝜶)
+

𝑩𝟏𝒙 + 𝑪𝟏

(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)𝒓
+

𝑩𝟐𝒙 + 𝑪𝟐

(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)𝒓−𝟏
+ ⋯ . +

𝑩𝒓𝒙 + 𝑪𝒓

(𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)
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 التالي التكاملأنجز  :6مثال

𝐼 = ∫
𝑥2 + 2𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 

 الحلّ:
𝑥2 + 2𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)
=

𝐴

(𝑥 − 1)2
+

𝐵

(𝑥 − 1)
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 1
… (∗) 

  بـ   (∗)طرفي العلاقة نضرب(𝑥 − 𝑥ثم نجعل  2(1 = 𝐴نجد  1 = 2  
  بـ (∗) طرفي العلاقة نضرب𝑥  ثم نجعل𝑥 ⟶  بالتالي ∞

0 = 𝐵 + 𝐶 … (1) 

  نعوض𝑥 =  نجد(∗) العلاقة طرفي في  0

−1 = 𝐷 − 𝐵 … (2) 

  نعوض𝑥 =   نجد (∗) طرفي العلاقةفي  1−

0 = −𝐵 − 𝐶 + 𝐷 + 1 … (3) 

𝐶نجد  (1)من  = −𝐵  نجد  (2)ومن𝐷 = 𝐵 − 1  
𝐵نجد: (3)نعوض في  = 𝐶عندئذ  0 = 𝐷 و 0 = −1 

𝑥2 + 2𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2(𝑥2 + 1)
=

2

(𝑥 − 1)2
−

1

𝑥2 + 1
 

𝐼 = ∫ (
2

(𝑥 − 1)2
−

1

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 = −

2

𝑥 − 1
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝑐 

 التالي التكاملأنجز  :7مثال

∫
7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
𝑑𝑥 

 الحلّ:
𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = 𝑥2(𝑥2 + 4𝑥 + 4) − 9 = 𝑥2(𝑥 + 2)2 − (3)2 

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = (𝑥2 + 2𝑥)2 − (3)2 = (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥2 + 2𝑥 − 3) 
𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥2 + 2𝑥 − 3)

= (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥 − 1)(𝑥 + 3) 
7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 3
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 

𝑥4نضرب الطرفين بـ  + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)  
 الإصلاح نحصل على:وبعد 

𝟕𝒙𝟐 + 𝟐𝟔𝒙 − 𝟗 = (𝑨 + 𝑩 + 𝑪)𝒙𝟑 + (𝟓𝑨 + 𝑩 + 𝟐𝑪 + 𝑫)𝒙𝟐 + (𝟗𝑨 + 𝑩 − 𝟑𝑪 + 𝟐𝑫)𝒙 + (𝟗𝑨 − 𝟑𝑫 − 𝟑𝑩) 
 بالمطابقة نجد:

 

{

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0
5𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 7

9𝐴 + 𝐵 − 3𝐶 + 2𝐷 = 26
9𝐴 − 3𝐷 − 3𝐵 = −9

 

 بحل هذه الجملة نجد أن
𝐴 = 1, 𝐵 = 1, 𝐶 = −2, 𝐷 = 5 
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∫
7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥 + 3
+ ∫

−2𝑥 + 5

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 𝑑𝑥

= ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥 + 3
− ∫

2𝑥 + 2 − 7

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 𝑑𝑥

= ∫
𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥 + 3
− ∫

2𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 𝑑𝑥 + ∫

7

(𝑥 + 1)2 + 2
 𝑑𝑥

= 𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝑙𝑛|𝑥 + 3| − 𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑥 + 3| +
7

√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑥 + 1

√2
) + 𝑐 

 التكامل التالي أنجز :8مثال

𝐼 = ∫
𝑥2 + 𝑥 + 5

(1 + 𝑥)(𝑥2 + 4)
𝑑𝑥 

  الحلّ:
𝑥2 + 𝑥 + 5

(1 + 𝑥)(𝑥2 + 4)
=

𝐴

(1 + 𝑥)
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 4
 

𝐴نلاحظ بأنّ  = 𝐵و  1 = 𝐶و    0 = 1 
𝐼 = ∫ (

1

1 + 𝑥
+

1

𝑥2 + 4
) 𝑑𝑥 = ln|1 + 𝑥| +

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
) + 𝑐 

  اهيم السابقةمفالمن أجل ترسيخ  الأمثلةنقدم الآن العديد من 
 التكامل التالي أنجز :9مثال

𝐼 = ∫
𝑥4 + 1

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑑𝑥 

 باجراء القسمة الإقليدية نجد  الحلّ:
𝑥4 + 1 = (𝑥 − 1)(𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1) + 2 

 
𝑥4 + 1

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1
= 𝑥 − 1 +

2

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1
 

𝐼 = ∫ (𝑥 − 1 +
2

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1
) 𝑑𝑥 = ∫ (𝑥 − 1 +

2

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)
) 𝑑𝑥 

𝐼 = ∫(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 + ∫
2

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 = 𝐼1 + 𝐼2 

𝐼1حيث  = ∫(𝑥 − 1) 𝑑𝑥  و𝐼2 = ∫
2

(𝑥+1)(𝑥2+1)
𝑑𝑥 

 𝐼1 = ∫(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 =
𝑥2

2
− 𝑥 + 𝑐1 

  لإيجاد التكامل𝐼2 = ∫
2

(𝑥+1)(𝑥2+1)
𝑑𝑥  نبحث عن الثوابت𝐴, 𝐵, 𝐶 

2

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
… . (∗) 

  𝐴إيجاد 
𝑥)بـ  (∗)نضرب طرفي العلاقة       + 𝑥ثم نضع   (1 = 𝐴نجد  1− = 1 

  𝐵إيجاد 
𝑥ونجعل  𝑥بـ  (∗)طرفي العلاقة نضرب  ⟶ 𝐴 نجد: ∞ + 𝐵 = 𝐵بالتالي 0 = −1 

 𝐶إيجاد 
𝑥نعوض  = 𝐴نجد  (∗)في  0 + 𝐶 = 𝐶بالتالي   2 = 1 
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𝐴 مما سبق بأنّ نلاحظ  = 𝐵و   1 = 𝐶و    1− = 1 
   𝐼2 = ∫

2

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 = ∫ (

1

𝑥 + 1
+

−𝑥 + 1

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥

= ∫ (
1

𝑥 + 1
+

−𝑥

𝑥2 + 1
+

1

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 

                                          = ln(|𝑥 + 1|) −
1

2
ln(𝑥2 + 1) + 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐2 

 عندئذ

𝐼 =
𝑥2

2
− 𝑥 + ln(|𝑥 + 1|) −

1

2
ln(𝑥2 + 1) + 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐 

 التكامل التالي أنجز :11مثال

𝐼 = ∫
𝑥5 + 𝑥3 + 2𝑥2 + 1

𝑥3 + 𝑥
𝑑𝑥 

𝑥5باجراء القسمة الإقليدية نجد  الحلّ: + 𝑥3 + 2𝑥2 + 1 = 𝑥2(𝑥3 + 𝑥) + (2𝑥2 + 1) 

𝐼 = ∫ (𝑥2 +
2𝑥2 + 1

𝑥3 + 𝑥
) 𝑑𝑥 = ∫ (𝑥2 +

2𝑥2 + 1

𝑥(𝑥2 + 1)
) 𝑑𝑥 

2𝑥2 + 1

𝑥(𝑥2 + 1)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
 

𝐴نلاحظ بأنّ  = 𝐵و  1 = 𝐶و    1 = 0 

𝐼 = ∫ (𝑥2 +
1

𝑥
+

𝑥

𝑥2 + 1
) 𝑑𝑥 =

𝑥3

3
+ ln|𝑥| +

1

2
ln (𝑥2 + 1) + 𝑐 

 التالي التكاملأنجز  :11مثال
𝐼 = ∫

𝑥

𝑥4 − 16
𝑑𝑥 

𝑥 لدينا الحلّ:

𝑥4−16
=

𝑥

(𝑥+2)(𝑥−2)(𝑥2+4)
 عندئذ   

𝑥

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)(𝑥2 + 4)
=

𝐴

(𝑥 + 2)
+

𝐵

(𝑥 − 2)
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 4
… (∗) 

  بـ   (∗)طرفي العلاقة نضرب(𝑥 + 𝑥ثم نجعل  (2 = 𝐴نجد  2− =
1

16
  

  بـ (∗) طرفي العلاقة نضرب(𝑥 − 𝑥ثم نجعل  (2 = 𝐵نجد  2 =
1

16
 

  بـ(∗) طرفي العلاقة نضرب𝑥  ثم نجعل𝑥 ⟶ 0بالتالي ∞ = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶  عندئذ𝐶 = −
2

16
 

  نعوض𝑥 = 𝐷 نجد (∗)في  0 = 0 

 بالتالي

𝐼 = ∫
𝑥

𝑥4 − 16
𝑑𝑥 = ∫ (

1
16

(𝑥 + 2)
+

1
16

(𝑥 − 2)
−

2
16 𝑥

𝑥2 + 4
) 𝑑𝑥

=
1

16
𝑙𝑛|𝑥 + 2| +

1

16
𝑙𝑛|𝑥 − 2| −

1

16
𝑙𝑛(𝑥2 + 4) + 𝑐

=
1

16
𝑙𝑛 |

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)

𝑥2 + 4
| + 𝑐 =

1

16
𝑙𝑛 |

𝑥2 − 4

𝑥2 + 4
| + 𝑐 
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