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 الأساس و تحت الأساس في الفضاءات التبولوجية

 
 تعريف:
,𝑋)إذا كان  𝜏)  فضاءً تبولوجياً كيفياً, و كانتβ  أسرة كيفية من المجموعات المفتوحة في
,𝑋)الفضاء  𝜏) عندئذٍ يقال عن الأسرة ,β  إنها تعرف قاعدة ) أساس ( للتبولوجيا𝜏  إذا و فقط

𝑇إذا كان:  = ⋃ 𝐵𝐵∈𝛽  , ∀𝑇 ∈ 𝜏 
 ملاحظات و نتائج:

,𝑋)قاعدة للفضاء التبولوجي  β. الأسرة 1 𝜏) :إذا و فقط إذا تحقق الشرطان الآتيان 
  2.  𝑇 = ⋃ 𝐵𝐵∈𝛽  , ∀𝑇 ∈ 𝜏         1 و.  β ⊆ τ 

,𝑋)قاعدة للفضاء التبولوجي  βإذا كانت . 2 𝜏)  و كانت𝛽∗  أسرة تحقق𝛽 ⊆ 𝛽∗ ⊆ 𝜏  ٍعندئذ
,𝑋)فضاء التبولوجي قاعدة لل ∗𝛽تكون  𝜏) .ًأيضا 

فإنها تشكل قاعدة لها  𝜏بكلامٍ آخر: إن أي أسرة مجموعات مفتوحة تحوي قاعدة للتبولوجيا  
 أيضاً.

,𝑋)أسرة كيفية من المجموعات المفتوحة في الفضاء  βكانت . إذا 3 𝜏) عندئذٍ تكون ,β  قاعدة
𝑇 إذا و فقط إذا كان من أجل كل مجموعة 𝜏للتبولوجيا  ∈ 𝜏  و كل𝑥 ∈ 𝑇 يوجد عنصر 

 𝐵𝑥 ∈ 𝛽  بحيث يكون𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝑇 . 
 ⟸ إثبات:

,𝑋)مجموعة مفتوحة كيفية في الفضاء  𝑇و لتكن  𝜏قاعدة للتبولوجيا  βلدينا بالفرض  𝜏)  و𝑥 
مجموعة مفتوحة كيفية في الفضاء و كل  𝜏قاعدة للتبولوجيا  β, بما أن  𝑇نقطة كيفية من نقاط 

(𝑋, 𝜏)  تكتب على شكل اجتماع لعناصر منβ  :فإن𝑇 = ⋃ 𝐵𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝛽 𝑖∈𝐼 وكون 
 𝑥 ∈ 𝑇  فإن𝑥 ∈ ⋃ 𝐵𝑖  𝑖∈𝐼  و هذا يعني وجود دليل واحد على الأقل𝑖0 ∈ 𝐼 بحيث 
 𝑥 ∈ 𝐵𝑖0

𝐵𝑥بالتالي بوضع   = 𝐵𝑖0
𝑥نجد أن   ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝑇. 

⟹: 
,𝑋)أسرة كيفية من المجموعات المفتوحة في الفضاء  βلدينا بالفرض   𝜏)  من أجل كل و أنه

𝑇مجموعة  ∈ 𝜏  و كل𝑥 ∈ 𝑇 يوجد عنصر 
 𝐵𝑥 ∈ 𝛽  بحيث يكون𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝑇 لنبرهن أن ,β  قاعدة للتبولوجيا𝜏 
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β   لدينا فرضاً   ⊆ τ و لنأخذ 𝑇  مجموعة مفتوحة كيفية في الفضاء(𝑋, 𝜏) ذٍ إما أن ئعند
𝑇تكون  = 𝑇و عندئذٍ يكون  ∅ = ⋃ 𝐵𝑖  𝑖∈∅  أو𝑇 ≠ و بالتالي بحسب الفرض من أجل  ∅
𝑥كل  ∈ 𝑇 يوجد عنصر 𝐵𝑥 ∈ 𝛽  بحيث يكون𝑥 ∈ 𝐵𝑥 ⊆ 𝑇  أي{𝑥} ⊆ 𝐵𝑥 ⊆ 𝑇  و

⋃ :التاليب {𝑥}𝑥∈𝑇 ⊆ ⋃ 𝐵𝑥𝑥∈𝑇 ⊆ 𝑇    و منه𝑇 = ⋃ {𝑥}𝑥∈𝑇 ⊆ ⋃ 𝐵𝑥𝑥∈𝑇 ⊆ 𝑇  أي 
𝑇 = ⋃ 𝐵𝑥𝑥∈𝑇   . 

,𝑋)في الفضاء أن كل مجموعة مفتوحة نجد  𝜏من  𝑇بمراعاة الاختيار الكيفي للمجموعة  𝜏) 
 .𝜏قاعدة للتبولوجيا  βأن و هذا يعني  βتكتب على شكل اجتماع لعناصر من 

𝑋لتكن ثال: م = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}  و لنعرف عليها التبولوجيا𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑐}, {𝑑}, {𝑐, 𝑑}},  و
𝑆لنأخذ  = {{𝑐}, {𝑑}}  لدينا {𝑐} ∈ τ  و{𝑑} ∈ τ  :أي أن𝑆 ⊆ 𝜏  لكن𝑋  لا تكتب على

 . 𝜏فهي لا تشكل قاعدة للتبولوجيا  𝑆شكل اجتماع لعناصر من 
 مبرهنة:

𝑋إذا كانت  ≠ βمجوعة كيفية, و كانت  ∅ ⊆ 𝑃(𝑋) يفية, عندئذٍ تكون الأسرة أسرة كβ 
 إذا وفقط إذا تحقق الشرطان الآتيان: 𝑋قاعدة لتبولوجيا ما معرفة على 

 . βتساوي اجتماعاً لعناصر من الأسرة   𝑋. المجموعة 1
 . βاجتماعاً لعناصر من الأسرة يساوي   β. تقاطع أي عنصرين من الأسرة 2

 إثبات:
⟸   

 (2&1لنبرهن تحقق الشرطين ) 𝑋لتبولوجيا ما معرفة على قاعدة  βالأسرة لدينا بالفرض أن 
𝑋بما أن  ∈ 𝜏  وβ للتبولوجيا  قاعدة𝜏  فإن𝑋  ًلعناصر من  تساوي اجتماعاβ  و ذلك بحسب

 تعريف القاعدة, و الشرط الأول محقق.
𝐵بالتالي فإن  ∩ 𝐶 ∈ 𝜏  و منه إن𝐵 ∩ 𝐶  اجتماعاً لعناصر من الأسرة يساويβ  و ذلك

 القاعدة, و الشرط الثاني محقق.بحسب تعريف 
  ⟹ : 

βلدينا بالفرض أن الأسرة  ⊆ 𝑃(𝑋) ( 2&1تحقق الشرطين)  و لنبرهن أنها تشكل قاعدة

 .𝑋لتبولوجيا ما معرفة على 
τالآتي: على الشكل τنعرف الأسرة  = {𝑇 ∈ 𝑃(𝑋), 𝑇 = 𝛽اجتماع لعناصر من} 

و هذا يعني  βلعناصر من الأسرة  تساوي اجتماعاً   𝑋( أن المجموعة 1نلاحظ بحسب الشرط )
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𝑋أن  ∈ 𝜏  ثم إن ,∅ = ⋃ 𝐵𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ 𝛽  𝑖∈∅  و منه∅ ∈ 𝜏  و الشرط الأول من تعريف
 التبولوجيا محقق.

𝑇𝑖}الآن لتكن  , 𝑖 ∈ 𝐼}  أسرة جزئية منτ  عندئذٍ بحسب تعريف الأسرةτ  من أجل كل𝑖 ∈ 𝐼 
⋃و بالتالي  βسرة الأتساوي اجتماعاً لعناصر من  𝑇𝑖فإن  𝑇𝑖𝑖∈𝐼 =∪ (∪ 𝐵𝑖)  أي أن

⋃ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼  الأسرة تساوي اجتماعاً لعناصر منβ  تعريف الأسرة فهو يحققτ  ومنه⋃ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼 ∈ τ 
 و الشرط الثاني من تعريف التبولوجيا محقق.

,𝑇لنأخذ  𝐺 ∈ 𝜏  عنصرين كيفيين من عناصر الأسرةτ إن  ومنه𝑇 = ⋃ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼 و 
 𝐺 = ⋃ 𝐵𝑗𝑗∈𝐽 :و بالتالي يكون 

 𝑇 ∩ 𝐺 = (⋃ 𝐵𝑖𝑖∈𝐼 ) ∩ (⋃ 𝐵𝑗𝑗∈𝐽 ) = ⋃ (𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗)𝑖,𝑗 ( 2و لكن بحسب الشرط )
𝐵𝑖المحقق فرضاً فإن  ∩ 𝐵𝑗  ًالأسرة لعناصر من يساوي اجتماعاβ  بالتالي إن𝑇 ∩ 𝐺  يساوي

𝑇و منه  βرة الأسلعناصر من اجتماعاً  ∩ 𝐺 ∈ τ  و الشرط الثالث من تعريف التبولوجيا
 محقق.

 , من جهة ثانية لدينا: 𝑋تعرف تبولوجيا على  τنستنتج أن الأسرة 
 ∀𝐵 ∈ 𝛽: 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐵 ⟹ 𝐵 ∈ 𝜏  و بالتاليβ ⊆ τ  الأسرة ثم إنه من تعريفτ  نجد أنه

𝑇من أجل كل  ∈ 𝜏  إن𝑇  الأسرة لعناصر من اجتماعاً يساويβ الأسرة عني أن و هذا يβ 
 . τقاعدة للتبولوجيا 

𝑋لتكن  مثال: = 𝑆و لنأخذ الأسرة  {1,2,3,4,5} = {{1,3}, {2,3}, 𝑋}  
{1,3}نلاحظ أن:  ∩ {2,3} = فهي لا تشكل  𝑆لا تكتب على شكل اجتماع لعناصر من  {3}

  .𝑋ما معرفة على  لتبولوجياقاعدة 
 

 

 

  3انتهت المحاضرة  


