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 رابعالفصل ال

 بولتزمان –إحصاء مكسويل 

وهي جسيمات متطابقة الخواص وغير  .الجسيمات الكلاسيكية المتمايزةتوزع بولتزمان  -حصاء مكسويل إيدرس 

, ويطبق على الغازات المثالية متفاعلة مع بعضها البعض, ولاينطبق عليها مبدأ الاستبعاد لـ باولي )جسيمات لا كمية(.

 لإشعاع مع المادة. كما يدرس إصدار الليزر.وعلى تفاعلات ا

 معزولة.على الجمل الترموديناميكية ال بولتزمان -حصاء مكسويل ندرس فيما يلي إ

BMW بولتزمان: –الوزن الإحصائي لتوزع مكسويل عبارة   

. igسوية طاقة متحللة, ودرجة تحلل كلٍ منها iجسيم متمايز, موزعة على  Nنفرض جملة معزولة مكونة من 

 .(  ). كما هو موضح بالشكل جسيم )ندعوه رقم انشغال السوية( iNتحوي السوية الواحدة على 

بحيث يتحقق قانوني انحفاظ عدد الجسيمات يجري التوزع 
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 بتطبيق قواعد العد:

  التوزع المسبق, الناتج عن wالإجمالي الميكرويةعدد الحالات يعطى 

 )الموافق للحالة الماكروية(:سوية  M على متمايزجسيم  Nلـ 

 ),,.......,.......,,( 21 Mi NNNN :بالعلاقة 
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 .)خلايا(وبما أن السويات متحللة لطبقات 

ية خل ig على متمايزجسيم  iN توزع, الناتج عن w' التوزع الميكرويةحالات عدد يعطى ,  i  من أجل السويةف
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  -مسبقة التوزع  -الموافق للحالة الماكروية  (Wن الإحصائي فيكون العدد الإجمالي لحالات التوزع الميكروية )الوز

 ),,.......,.......,,( 21 Mi NNNN بالشكل التالي: 
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 مقدار عديم البعد لأنه يعبر عن عدد. Wمن الواضح أن الوزن الإحصائي 

هي الحالة الماكروية الموافقة لوزن إحصائي أعظمي  حالة التوازن:
max

BMW . 

oسويتين للطاقةن على . موزعيBو  Aن , مكونة من جسيمين متمايزيجملة معزولة مثال: 1   وo 22  , 

1)(1 متحللتين بالشكل:          igg   2و)( 22  gg .:والمطلوب 

  ., وطاقة كلٍ منهاأوجد حالات التوزع الماكروي الإجمالي -1

 أوجد الوزن الإحصائي لكل حالة ماكروية )مع التمثيل(. واستنتج حالة التوازن. -2

3الإجمالي:            عدد الحالات الماكروية -1الحل: 
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حالات التوزع الماكروي الإجمالي            
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BMWبتطبيق  ماكروية )مع التمثيل(.ال تحالاة للن الإحصائياوزالأ -2        
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4maxبما أن الوزن الإحصائي الأعظمي           W حالة , فتكون )1,1(و  )2,0(لتين الماكرويتين يوافق الحا 

 .)1,1(هي الحالة الموافقة لأقلهما طاقة, أي الحالة الماكروية  التوازن         

oooUلأن             32)1,1(   في حينooU  440)2,0(  

 :تمرين نموذجي

),(على رفين في مكتبة "مستويي طاقة "  "جسيمات متمايزة )A,B,C,D,E(كتب مختلفة  5يوزع  21 " 

31فإذا علمت أن الرف الأول مقسم لثلاث حجرات والثاني لحجرتين " درجات التحلل  g  22و g ." 

oشخص لوضع كتاب في الرف الأول وأن الطاقة التي يبذلها ال 1  وفي الرف الثانيo 22 . 

 أوجد حالات التوزع الماكروي وطاقة كل منها.  -1 المطلوب:

BMWة للحالات الماكروية بتطبيق ن الإحصائياوزأوجد الأ -2              . 

 من: في التأكد قواعد العداستخدم ثم                 

 )بصرف النظر عن تواجد الرفوف(. صحة العدد الإجمالي للحالات الميكروية  -                     
 .لحالات الماكرويةالوزن الإحصائي لإحدى امن صحة   -                     

 من عدمه(. -أثناء التوزيع  -اة التصنيف )عند مراعحالة التوزع الأكثر احتمالاً هل تختلف  -3             
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BMW وجد الأوزان الإحصائية للحالات الماكروية بتطبيقن -2   بالشكل 
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         720,1080,240,810,32,243 )3,2()2,3()4,1()1,4()5,0()0,5(  WWWWWW 

العدد  ويصبح,  5gN حجرات 5كتب موزعة على  5, يكون لدينا  عند صرف النظر عن تواجد الرفوف -

 ( بتطبيق قواعد العد) الإجمالي للحالات الميكروية  312555 
N

gNW  الذي يساوي مجموع أوزان(

 الحالات الماكروية السابقة(

)3,2(720 الماكروية نتأكد من صحة نتيجة الحالة - W (بتطبيق قواعد العد): 

 في الرف الأول باستخدام عبارة التوافيق كما يلي:لوضعها تابين من خمسة كتب كنحسب عدد طرق اختيار بدايةً. 
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 )مأخوذة مثنى مثنى(.و.......  ADو  ACوهكذا يكون الأمر بالنسبة لمجموعات الكتب الأخرى  

 توزيع كتابين كتابين على حجرات الرف الأول ختيار وفيكون عدد الطرق الإجمالي لا
                                                          90910'111  wwW 

 

 فتؤخذ دفعة واحدة لأنأما بالنسبة للكتب الثلاثة المتبقية 
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 على حجرتي الرف الثانيفيكون عدد الطرق الإجمالي لاختيار وتوزيع الكتب الثلاثة المتبقية 
                                                                  881'222  wwW 

 فيكون عدد الطرق الإجمالي لاختيار وتوزيع الكتب الخمسة على الرفوف والحجرات.
                                                                  72089021  WWW  

فإن الشخص المكلف بالتوزيع مياّل لبذل أقل طاقة ممكنة لإنجاز المهمة. ونحصل على  عند عدم  مراعاة التصنيف: -3

  الأقل طاقة. باعتبارها الحالة)0,5(على حالة التوزع 

من الكتب الخمسة المختلفة )المتمايزة( في فإن الشخص المكلف بالتوزيع سيضع كل كتاب  عند مراعاة التصنيف:و 

هي الحالة الأكثر )2,3(حجرة منفصلة )كما هو الحال عند أرشفة الكتب في المكتبات(. وعليه ستكون حالة التوزع 

 احتمالاً. 

 

 )لاستنتاج المعادلة راجع الملحق( :معادلة لاغرانج

 للجملة الترموديناميكية المعزولة, الواقعة في حالة توازن:استفاد لاغرانج من المواصفات التالية 

 ),,( max cteUcteNcteS   1. فقام بصياغتها على شكل مضاريبC  1وC :كما يلي 

                                               cteUCNCS  21max 

maxmaxلتزمان: بقيمتها من قانون بو maxSوبالتعويض عن  WLnKS    والقسمة على ثابتة بولتزمانK :نجد 
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نعرف مضاريب لاغرانج  KCKCبالشكل التالي:     و 21   :وبالتعويض, نجد 

                                                    'max cteUNWLn   

 وبمفاضلة طرفي العلاقة نحصل على معادلة لاغرانج للجملة المتوازنة )الموافقة للحالة الأكثر احتمال( التالية:

                                            0max  dUdNWdLn  

يكون عديم البعد في حين ة تعبر عن أعداد )عديمة البعد(. نجد أن المضروب دلملاحظة: بما أن حدود هذه المعا

 تكون وحدة قياس المضروب  1 J .)مقلوب طاقة( 

 

 :(لاا بولتزمان في الحالة الأكثر احتما -توزع مكسويل ) في الحالة المتوازنة المنفصلة السويات نشغالم اارقعبارة أ

. المعطاة بالعلاقة:   )B-M(ننطلق من عبارة الوزن الإحصائي لتوزع 
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xxLnxxLnوبما أن الجسيمات كلاسيكية نستخدم تقريب ستيرلنغ    ! :نجد 

                                       

i

iiiiiBM NNLnNgLnNNNLnNWLn )()( 
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 نجد بمفاضلة الطرفين: ثابتة. فإننا ig تحللها
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 :شرطي انحفاظ عدد الجسيمات والطاقة التاليينمع الأخذ بعين الاعتبار  (1)بالتعويض في 
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  .(maxW الأكثر احتمالاً  التوزع  حالة) للجملةالحالة المتوازنة في  iتعبر هذه العلاقة عن أرقام انشغال السويات 

  .iالمنفصلةسويات الطاقة  في كل سوية من(, الكلاسيكية)المتمايزة د الجسيمات اعدأ أي تعطينا

)رقم  في الحالة الأكثر احتمالاً  )B-M(توزع ينسجم  يجب أن انطلاقاً من محدودية عدد الجسيمات وطاقتها, ملاحظة:

 الانشغال(
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  الطبيعي غوصمع توزع , 

 عدد الجسيمات ذات الطاقات اللامتناهية أي يجب أن يؤول 

)(0للصفر ويات المتراصة( )الواقعة في الس iiN  , 

 .(  )كما هو موضح بالشكل 

 )سالبة(. 0قيمة المضروب  وهذا لا يتحقق إلا إذا كانت 

 KT1  :هيبدلالة متحولات الجملة  قيمة وسنجد لاحقاً أن 

 بدلالة متحولات الجملة لاحقاً.  هاسنجدف. (عديم البعُد) وب لمضرأما قيمة ا

 

 سويات للطاقة ثلاث على جسيم متمايز. توزع N, مكونة من جملة معزولة مثال:

                                                     )(01 J   2)(و JKT  23)(و JKT  

11                           بالشكل: وهي متحللة         g   32          و g 53            و g .:والمطلوب 

 (718,2e)علماً أن  .Tاحسب نسب أرقام انشغال السويات في حالة التوازن عند الدرجة          

 بالشكل:  jو  iنكتب نسبة رقمي انشغال سويتين الحل: 
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312نستنتج أن أرقام انشغال السويات مرتبة بالشكل التالي:          NNN  . 

 عن درجات تحللها. و عن تمايزها, يوضح توزع الجسيمات على السويات بغض النظر(  ) والشكل         

  مخالف للتوزع الطبيعي. هذا التوزعيبدو         

 

 سويات للطاقة ثلاث على توزع .)A,B,C,D,E,……( جسيم متمايز N , مكونة من جملة معزولة مثال:

                                                      )(01 J   2)(و JKT  23)(و JKT  

31                وهي متحللة بالشكل:                     g             22و g             13و g .:والمطلوب 

 (.718,2e)علماً أن  , ورتبها.Tاحسب نسب أرقام انشغال السويات في حالة التوازن عند الدرجة   -        

 . 5Nو  4Nو  3Nمن أجل الأوزان الإحصائية  احسب -        
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 :بولتزمان في الحالة الأكثر احتمالاا( -)توزع مكسويل  السويات المتصلة في الحالة المتوازنة نشغالم اارقعبارة أ
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 في الحالة المستمرة بدلالة متحولات الجملة: Zإيجاد قيمة 
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 :Z تابع التحاص بدلالة السويات نشغالم اارقأعبارة 
 السويات نجد: رقم انشغالمن عبارة 
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 dN)( :للحالة المستمرة بدلالة تابع التحاصبولتزمان  –تابع توزع مكسويل 

],[الواقعة في المجال الطاقي  dN)(لإيجاد عدد الجسيمات   d,)الخاضعة لتوزع , )في الحالة المستمرة 
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],[العبارة التفاضلية لعدد الجسيمات الموزعة تبعاً لطاقاتها, في المجال الطاقي (*)تمثل   d. 

 :(*)بالمشابهة مع 

],[ ندفاعاتها, في مجال الاندفاعالعبارة التفاضلية لعدد الجسيمات الموزعة تبعاً لايمكننا إيجاد  dPPP  . 
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],[ سرعها المطلقة, في مجال السرعاتالعبارة التفاضلية لعدد الجسيمات الموزعة تبعاً لكما يمكننا إيجاد   d .
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 بولتزمان( –تطبيقات إحصاء مكسويل في البحث التالي: ) بالتفصيلهذا وسنعود لدراسة هذه التوابع 
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  المضروب: 

 ترموديناميكياً: تعيين قيمة  -1
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atmP في الظروف الطبيعية Heمثال: أثبت أنه يمكن اعتبار مول واحد من غاز الهيليوم  1  وokT 273  بمثابة 

kgmHe: علماً أن غاز مثالي.       

271065,6   33104,224,22و mLVmol

 

molAtomNNو                                   A

231002,6   وSJh 341063,6   1231038,1و  kJK 

 عبارة مشغولية درجة التحلل:نحسب مشغولية درجات التحلل )الحجرات( بالجسيمات, بتطبيق  الحل:

                                                   
KTA

N e
Z

N
e

Z

N

g

N
g 




 

)(

)(
)( 
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iiتدل النتيجة  Ng  لمثالي( على أن نسبة قليلة جداً من الحجرات تكون مشغولة )المعبرة عن شرط الغاز ا

 (. أي أن احتمال وقوع جسيمين في حجرة واحدة أمر شبه مستحيل.جسيمات لمليون حجرة 4بالجسيمات, )بمعدل 

atmP في الظروف الطبيعية Heغاز الهيليوم أي أنه يمكن اعتبار  1  وokT 273 ثابة غاز مثالي.بم 

 

 الانحراف عن وضع التوازن:

 .iNسوية طاقة متحللة, أرقام انشغالها  iجسيم متمايز, موزعة على  Nنفرض جملة معزولة مكونة من 

ات الوزن الإحصائي هي حالة التوازن )ذ oMحالة توزع ماكروي ممكن, وأن الحالة الماكروية  Mكما نفرض وجود 

 "(.maxWالموافقة للحالة الأكثر احتمالاً  " الأعظمي

, أي oMلإيجاد شكل التابع الذي ينَظُم الأوزان الإحصائية للحالات الماكروية الواقعة في الجوار المباشر للحالة 

الحالات الواقعة في المجال  MMo  , حيثM .ًنستخدم منشور تايلور لـ لغارتم الوزن الإحصائي, صغير جدا 

BMWثابتة و  igوذلك باعتبار أن    يتبع لـiN     .فقط 
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)(توزع نلاحظ من عبارة  BM  :0أن iii NNN.أي أن الحد الثاني من المنشور معدوم , 
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 المنشور وبالتعويض في عبارة 
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 وهو يكافئ توزع غوص الطبيعي.

 تكون  oMالحالات الماكروية الواقعة في الجوار المباشر لحالة التوازن ويعني أن 

  oM. ويكون انحدار المنحني في جوار (  )متناظرة كما هو موضح بالشكل 

 كبير جداً, الأمر الذي يجعل احتمال وقوعها قليل جداً 

 

 سويات للطاقة ثلاث علىموزعة .)A,B,C,D,E,……( جسيم متمايز N 4000 =, مكونة من  جملة معزولة مثال:

01)( غير متحللة. طاقاتها:          J   2)(و Jo   23)(و Jo    حيث)(JKTo  :والمطلوب 

2300)(أرقام انشغال السويات في حالة التوازن عند الطاقة  احسب -1         JU oتوزع.. وحدد نوع ال 

 احسب تحاص الجملة بطريقتين مختلفتين.  -2        

 للأولى والآخر  يتم إحداث خلل في حالة التوازن عن طريق نزع جسيمين من السوية الثانية وتوزيعهما واحد  -3        

 . قبل وبعدالوزنين الإحصائيين للجملة نسبة  احسبللثالثة.             

iegNنطبق عبارة أرقام انشغال السويات في حالة التوازن )الحالة الأكثر احتمال(  -1الحل:  ii

 1. حيثig 
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نفرض        
1ex 22 فيكون  ex . بدلالة( 1فتصبح أرقام انشغال السوياتN :بالشكل التالي ) 
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1ex موجب دوماً( تابع أسي فهو 

22771        نحصل على رقم انشغال السوية الأولى )2(بتعويض الحل المقبول في      N 

11462فنحصل على رقمي انشغال السويتين الثانية  (*)في  1Nنعوض قيمة      N  5773والثالثة N 

321وبما أن      NNN  فالتوزع طبيعي 
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 )باستخدام قاعدة التوزع المسبق( نحسب الوزن الإحصائي قبل إحداث الخلل في حالة التوازن -3   
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 تكون  'Wالموافق لحالة التوازن )الحالة الأكثراحتمال( والترجحات الطفيفة الواقعة في الجوار مثل  Wنلاحظ أن       

 بأوزان إحصائية أقل.      

 

 

 

 




