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 مفاهيم أساسية في التبولوجيا
 الفضاء المتري:

𝑋لتكن  ≠ :𝑑مجموعة كيفية من االعناصر, و لنعرف  ∅ 𝑋 × 𝑋 → ℝ+  تابع حقيقي يحقق
 الشروط الآتية:

1.   𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 

2.   𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) , ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

3.   𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) , ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 
,𝑋)و نسمي الثنائية  𝑋تابع مسافة على  𝑑عندئذٍ يسمى  𝑑)  ًفضاءً متريا. 

 الكرات في الفضاء المتري:
,𝑋) ليكن 𝑑)  فضاءً مترياً, و لنأخذ𝑎 ∈ 𝑋  نقطة كيفية, وρ >  عدداً حقيقياً كيفياً: 0

,𝐵(𝑎نسمي المجموعة الجزئية  𝜌)  من الفضاء𝑋 :و المعرفة بالمساواة 
𝐵(𝑎, 𝜌) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝜌} 

 . ρو نصف قطرها  𝑎كرة مفتوحة مركزها 
,𝐵̅(𝑎نسمي المجموعة الجزئية  𝜌)  من الفضاء𝑋 :و المعرفة بالمساواة 

𝐵̅(𝑎, 𝜌) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝜌} 
 . ρو نصف قطرها  𝑎كرة مغلقة مركزها 

,𝑆(𝑎نسمي المجموعة الجزئية  𝜌)  من الفضاء𝑋 :و المعرفة بالمساواة 
𝑆(𝑎, 𝜌) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑎) = 𝜌} 

 . ρو نصف قطرها  𝑎سطح كرة مركزها 
:𝑑مجموعة الأعداد الحقيقية و لنعرف عليها التابع  ℝلتكن  مثال: ℝ × ℝ → ℝ+  على

,𝑑(𝑥الشكل الآتي:  𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  عندئذٍ إن ,𝑑  يعرف تابع مسافة علىℝ   و بالتالي
,ℝ)الفضاء  d) دي و نرمز له فضاء متري ندعوه الفضاء الحقيقي العا(ℝ, |. |). 

 :ρو نصف قطرها  𝑎في هذا الفضاء تكون الكرات المفتوحة التي مركزها 
𝐵(𝑎, 𝜌) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝜌} = {𝑥 ∈ 𝑋: |𝑥 − 𝑦| < 𝜌} = ]𝑎 − 𝜌, 𝑎 + 𝜌[ 

 : ρو نصف قطرها  𝑎و الكرات المغلقة فيه مركزها 
𝐵̅(𝑎, 𝜌) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝜌} = {𝑥 ∈ 𝑋: |𝑥 − 𝑦| ≤ 𝜌} = [𝑎 − 𝜌, 𝑎 + 𝜌] 

𝑎}هي فقط النقطتان  ρو نصف قطرها  𝑎و سطح الكرات مركزها  − 𝜌, 𝑎 + 𝜌}. 
,ℝ)في الفضاء  ملاحظة: |.  كل مجال مفتوح و غير محدود هو مجموعة مفتوحة فيه. (|
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 تعريف: المجموعة المفتوحة في الفضاء المتري 
,X) إذا كان d)  فضاءً مترياً كيفياً, و𝐴  ,يقال إن المجموعة مجموعة جزئية من نقاطه𝐴 

,X)مفتوحة في الفضاء المتري  d)  إذا و فقط إذا كانت كل نقطة من المجموعة𝐴  )إن وجدت(
 .𝐴مركزاً لكرة مفتوحة محتواة في المجموعة 

 مبرهنة:
 كل كرة مفتوحة في أي فضاء متري هي مجموعة مفتوحة فيه.)العكس ليس بالضرورة صحيح( 

  مبرهنة:
,X) إذا كان d) ءً مترياً كيفياً, و فضا𝐴  مجموعة جزئية من نقاطه, عندئذٍ تكون المجموعة𝐴 
,X)في  مفتوحة d) .إذا و فقط إذا كانت تساوي اجتماعأ لكرات مفتوحة في هذا الفضاء 

ها كرة مفتوحة مجموعة مفتوحة فيه لأن ]4,5[مثال: في الفضاء الحقيقي العادي تكون المجموعة 
,ℝ)في  |. ]1,3−[مجموعة , كذلك إن ال (| ∪ اجتماع  امجموعة مفتوحة لأنه ]4,5[

,ℝ)كرة مفتوحة في  تليس المجموعات مفتوحة لكنه |. |). 
 الفضاء التبولوجي:

 𝑋أسرة جميع المجموعات الجزئية في  𝑃(𝑋)مجموعة كيفية من العناصر و  𝑋لتكن  تعريف:
τيقال عن الأسرة  ⊆ 𝑃(𝑋)  إنها تشكل تبولوجيا على𝑋  إذا تحققت الشروط الآتية:إذا وفقط 

1 .𝑋, ∅ ∈ 𝜏  
𝑇𝑖}من أجل أي أسرة . 2 , 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ 𝜏  يكون⋃ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼 ∈ τ  
3 .∀𝑇, 𝐺 ∈ 𝜏 ⟹ 𝑇 ∩ 𝐺 ∈ 𝜏  

,𝑋)و عندئذٍ تسمى الثنائية  𝜏) .ًفضاءً تبولوجيا 
 𝑋عناصر المجموعة و  𝑋 مجموعات مفتوحة في الفضاء التبولوجي 𝜏تدعى عناصر الأسرة  

اء الفضفضاء التبولوجي, كما أن متممة كل مجموعة مفتوحة تدعى مجموعة مغلقة في نقاط ال
 . 𝑋 التبولوجي
 ملاحظات:

 من تعريف المجموعة المفتوحة والمغلقة وتعريف التبولوجيا و قوانين دومرغان نستنتج ما يلي: .1
aالمجموعتان . 𝑋, ,𝑋)مجموعتان مفتوحتان و مغلقتان في أي فضاء تبولوجي   ∅ 𝜏). 
b.  إن أي تقاطع منتهٍ لمجموعات مفتوحة هو مجموعة مفتوحة في أي فضاء تبولوجي, بينما

  التقاطع اللانهائي لمجموعات مفتوحة قد لا يكون مجموعة مفتوحة.
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,ℝ)لنأخذ في الفضاء الحقيقي العادي  مثال: |.  أسرة المجموعات المفتوحة : (|
 {𝑇𝑛 = ]

−1

𝑛
,

1

𝑛
[ . 𝑛 ∈ ℕ} ذٍ نجد أن: عندئ⋂ 𝑇𝑛 = {0}∞

𝑛=1  و هي ليست مجموعة مفتوحة
 .0فيه لأنها لا تحوي مجالًا مفتوحاً يضم النقطة 

c .لمجموعات مفتوحة هو مجموعة مفتوحة في أي فضاء تبولوجي. إن أي اجتماع 
d ..إن أي تقاطع لمجموعات مغلقة هو مجموعة مغلقة في أي فضاء تبولوجي 
e. تهٍ لمجموعات مغلقة هو مجموعة مغلقة في أي فضاء تبولوجي, بينما إن أي اجتماع من

 الاجتماع اللانهائي لمجموعات مغلقة قد لا يكون مجموعة مغلقة:
,ℝ)لنأخذ في الفضاء الحقيقي العادي  |.  أسرة المجموعات المغلقة : (|

 {𝐹𝑛 = [
1

𝑛
, 1] ; 𝑛 ∈ ℕ}  عندئذٍ إن⋃ 𝐹𝑛 = ]0,1]𝑛∈ℕ وعة مغلقة في و هي ليست مجم

(ℝ, |. |) . 
 العلاقة بين الفضاء التبولوجي و الفضاء المتري:

,X) إذا كان d)  فضاءً مترياً كيفياً, و كانت الأسرةτ :معرفة بالشكل 
τ = {𝑇 ∈ 𝑃(𝑋): 𝑇 مجموعة  مفتوحة في الفضاء المتري} 

 : 𝑋تعرف تبولوجيا على المجموعة  τلنبين أن الأسرة 
,𝑋أن نجد  1. من التبولوجيا 1 ,X)مجموعتان مفتوحتان في أي فضاء متري  ∅ d)  لذلك فهما

,𝑋أي أن  τتحققان تعريف  ∅ ∈ τ . 
,X). كذلك نعلم أن أي اجتماع لمجموعات مفتوحة في أي فضاء متري  2 d)  هو مجموعة

𝑇𝑖}مفتوحة لذلك فإنه أياً كانت الأسرة   , 𝑖 ∈ 𝐼} ⊆ 𝜏  فإن جميع عناصرها مجموعات مفتوحة
,X)اء المتري  في الفض d)  و بالتالي⋃ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼   هو مجموعة مفتوحة فيه و لذلك يكون

⋃ 𝑇𝑖𝑖∈𝐼 ∈ τ. 
,𝑇. أياً كانت 3 𝐺 ∈ 𝜏  نجد إن كلًا منهما مجموعة مفتوحة في الفضاء المتري(X, d)  و بما

,X)أن أي تقاطع منتهٍ لمجموعات مفتوحة هو مجموعة مفتوحة في أي فضاء متري  d) إن ف
𝑇 ∩ 𝐺  مجموعة مفتوحة فيه و هذا يعني أن𝑇 ∩ 𝐺 ∈ τ. 
و نرمز  𝑑تسمى التبولوجيا المولدة بتابع المسافة  𝑋تعرف تبولوجيا على المجموعة  τفالأسرة 

,𝑋)و يرمز للفضاء التبولوجي الناتج بأحد الرمزين  𝜏𝑑لها  𝜏, 𝑑), (𝑋, 𝜏𝑑). 
,X)نستنتج أن كل فضاء متري  d) تعبير عنه بفضاء تبولوجي بواسطة يمكن ال𝜏𝑑 ٍو عندئذ ,

,X)تكون أسرة المجموعات المفتوحة في كلا الفضاءين  d)  و(𝑋, 𝜏𝑑) .هي ذاتها 
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 هل كل فضاء تبولوجي يمكن تحويله إلى فضاء متري؟ المسألة العكسية:
 يين:ليس بالضرورة أن يعبر مترياً عن كل فضاء تبولوجي, لنناقش المثالين الآت

𝑋من أجل أي مجوعة (: 1مثال ) ≠ τو  ∅ = 𝑃(𝑋)  التبولوجيا القوية على𝑋 
:𝑑:                             بالشكل 𝑑إذا عرفنا التابع  𝑋 × 𝑋 → ℝ+  

                                                 𝑑(𝑥, 𝑦) = {
0 ; 𝑥 = 𝑦
1 ; 𝑥 ≠ 𝑦

  
,X)فإننا نحصل على الفضاء المتري المنقطع  d)  و نعلم أن كل المجموعات الجزئية منX  في

𝜏𝑑هذا الفضاء هي مجموعات مفتوحة و مغلقة بآن واحد لذلك فإن أسرة المجموعات المفتوحة    
,X)في  d)  هي ذاتها τ = 𝑃(𝑋)  أي أن𝜏𝑑 = 𝜏    

,X) الفضاءين و بما أن أسرة المجموعات المفتوحة في كلا d)  و(X, 𝑃(𝑋))  متطابقة فإن
مجموعة كيفية فإن أي فضاء  𝑋الفضاء التبولوجي القوي يمكن التعبير عنه مترياً, و بما أن 

 تبولوجي قوي يمكن تحويله إلى فضاء متري.
𝑋لنأخذ المجموعة  (:2مثال ) = {𝑎, 𝑏}  مع الأسرة𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}}  

 𝑋على   𝑑مكن التعبير عنه مترياً لأنه من أجل أي تابع مسافة الفضاء التبولوجي الناتج لا ي
𝜌0فإن  = 𝑑(𝑎, 𝑏) > 0 ; 𝑎 ≠ 𝑏   نأخذ الكرة المفتوحة ,𝑁(𝑏, 𝜌0) :نجد 

  𝑁(𝑏, 𝜌0) = {𝑥 ∈ 𝑋; 𝑑(𝑥, 𝑏) < 𝜌0} = {𝑏}  و بما أن أي كرة مفتوحة في أي فضاء
,𝑁(𝑏متري هي مجموعة مفتوحة فيه فإن  𝜌0) = {𝑏}  مجموعة مفتوحة في(𝑋, 𝑑)  لكنها

,𝑋)ليست مفتوحة في  𝜏) بالتالي فإن أسرة المجموعات المفتوحة في ,(𝑋, 𝑑)  مختلفة عن أسرة
,𝑋)المجموعات المفتوحة في  𝜏) .ًلذلك لا يمكن التعبير عنه متريا 

 بنية الفضاء التبولوجي:
,𝑋)ليكن  تعريف: 𝜏)  ًكن كيفياً, و لت فضاءً تبولوجيا𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  ,مجموعتين كيفيتين من نقاطه

,𝑋)في الفضاء  𝐵إنها مجاورة للمجموعة  𝐴يقال عن المجموعة  𝜏)  إذا وجدت مجموعة مفتوحة
,𝑋)في  𝜏)  مثل𝐺  : تحقق𝐵 ⊆ 𝐺 ⊆ 𝐴  نرمز لأسرة مجاورات المجموعة ,𝐵  بالرمز

𝑉(𝐵) 
𝐵و في حالة خاصة إذا كانت  = {𝑥}  رة نقطة :نحصل على تعريف مجاو 

                     𝐴 ∈ 𝑉(𝑥) ⟺ ∃𝑇 ∈ 𝜏: 𝑥 ∈ 𝑇 ⊆ 𝐴 
,𝑋)ليكن  تعريف: 𝜏)  ًكيفياً, و  فضاءً تبولوجيا𝐴  مجموعة كيفية من نقاطه, و لتكن𝑥 ∈ 𝐴 

إذا وفقط إذا وجدت مجموعة  𝐴إنها نقطة داخلية في المجموعة  𝑥نقطة كيفية, يقال عن النقطة 
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,𝑋)مفتوحة في  𝜏)  مثل𝐺 قق :تح 𝑥 ∈ 𝐺 ⊆ 𝐴 تسمى مجموعة جميع النقاط الداخلية في ,
  𝑖𝑛𝑡(𝐴)   أو °𝐴و يرمز لها بأحد الرمزين:  𝐴داخلية المجموعة    𝐴المجموعة 

  𝑥مجاورة للنقطة  𝐴 ⟺ 𝐴نقطة داخلية في المجموعة  𝑥بكلام آخر: 
 تعريف:

,𝑋)ليكن  𝜏)  ًكيفياً, و  فضاءً تبولوجيا𝐴 ية من نقاطه, و لتكن مجموعة كيف𝑥 ∈ 𝑋\𝐴  نقطة
مفتوحة إذا وفقط إذا وجدت مجموعة  𝐴إنها نقطة خارجية للمجموعة  𝑥كيفية, يقال عن النقطة 

,𝑋)في  𝜏)  مثل𝐺 : تحقق 𝑥 ∈ 𝐺 ⊆ 𝑋\𝐴 تسمى مجموعة جميع النقاط الخارجية للمجموعة ,
𝐴   خارجية المجموعة :𝐴  و يرمز لها  𝑒𝑥(𝐴). 

 و نتائج:ملاحظات 
أياً كان الفضاء و  𝐴من تعريف النقطة الداخلية في مجموعة نستنتج أنه أياً كانت المجموعة  .1

,𝑋)التبولوجي  𝜏)  فإن الاحتواء𝐴° ⊆ 𝐴 .ًمحقق دوما 

,𝑋)الفضاء التبولوجي مجموعة مفتوحة في  𝐴 إذا كانت. 2 𝜏) ٍعندئذ ,: 
𝐴  الفضاء التبولوجي مجموعة مفتوحة في(𝑋, 𝜏) 𝐴 = 𝐴° ⟺ . 
,𝑋)ليكن . 3 𝜏)  ًكيفياً, و لتكن  فضاءً تبولوجيا𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 بحيث  مجموعتين كيفيتين من نقاطه

𝐴 ⊆ 𝐵  فإن𝐴° ⊆ 𝐵° . 
,𝑋)الفضاء التبولوجي مجموعة كيفية من نقاط  𝐴إذا كانت . 4 𝜏) :عندئذٍ إن , 

     𝑒𝑥(𝐴) = (𝑋\𝐴)° . 
,𝑋)ليكن . 5 𝜏) لتكن كيفياً, و  بولوجياً فضاءً ت𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 بحيث  مجموعتين كيفيتين من نقاطه

𝐴 ⊆ 𝐵 فإن 𝑒𝑥(𝐵) ⊆ 𝑒𝑥(𝐴) . 

  مبرهنة:
,𝑋)فضاء تبولوجي مجموعة كيفية من نقاط  𝐴إذا كانت  𝜏)  فإن𝐴°  تساوي اجتماع جميع

,𝑋)المجموعات المفتوحة في  𝜏)  و التي كل منها محتواة في𝐴. 
 نتائج:

و   𝐴المجموعة  و من خواص المجموعات المفتوحة نجد انه أياً كانت المبرهنة السابقة . من1
,𝑋)أياً كان الفضاء التبولوجي  𝜏)  فإن𝐴°    مجموعة مفتوحة فيه و كذلك𝑒𝑥(𝐴)  كونها

 تساوي داخلية المتممة.
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,𝑋)في تساوي اجتماع جميع المجموعات المفتوحة   𝐴بما أن داخلية المجموعة . 2 𝜏)  و
 .𝐴هي أكبر مجموعة مفتوحة و محتواة في المجموعة  °𝐴فإن  𝐴المحتواة في المجموعة 

,𝑋)مجموعة كيفية من نقاط فضاء تبولوجي  𝐴إذا كانت  قضية: 𝜏) عندئذٍ تكون المجموعة ,𝐴 
,𝑋)مفتوحة في  𝜏)  إذا و فقط إذا كانت المجموعة𝐴 ي مجاورة لكل نقطة من نقاطها ف(𝑋, 𝜏). 

 خواص:
,𝐴لتكن  𝐵  مجموعتين كيفيتين من نقاط(𝑋, 𝜏) :ٍفضاء تبولوجي, عندئذ 

1 .𝑒𝑥(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑒𝑥(𝐴) ∩ 𝑒𝑥(𝐵)      
𝑒𝑥(𝐴هل  ∩ 𝐵) = 𝑒𝑥(𝐴) ∪ 𝑒𝑥(𝐵)؟ 

,ℝ)في الفضاء  𝜏|.|)  لنأخذ المجموعتين𝐴 = ]𝑎, 𝑏] , 𝐵 = {𝑎, 𝑏}  فيكون𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑏} 
ℝ\𝐴 = ]−∞, 𝑎] ∪ ]𝑏, +∞[ ⟹ 𝑒𝑥(𝐴) = (ℝ\𝐴)

°
= ]−∞, 𝑎[ ∪ ]𝑏, +∞[ 

ℝ\𝐵 = ]−∞, 𝑎[ ∪ ]𝑎, 𝑏[ ∪ ]𝑏, +∞[ ⟹ 𝑒𝑥(𝐵) = (ℝ\𝐵)
°

= ]−∞, 𝑎[ ∪ ]𝑎, 𝑏[ ∪ ]𝑏, +∞[ 
𝑒𝑥(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑒𝑥({𝑏}) = (ℝ\{𝑏})° = ℝ\{𝑏} 

𝑒𝑥(𝐴)إن  = ℝ\[𝑎, 𝑏] & 𝑒𝑥(𝐵) = ℝ\{𝑎, 𝑏}  
 𝑒𝑥(𝐴) ∪ 𝑒𝑥(𝐵) = ℝ\{𝑎, 𝑏}  :مما سبق نجد أن 

 𝑒𝑥(𝐴 ∩ 𝐵) = ℝ\{𝑏} ≠ ℝ\{𝑎, 𝑏} = 𝑒𝑥(𝐴) ∪ 𝑒𝑥(𝐵) و هذا يعني أن العلاقة غير
 صحيحة بالضرورة.

2. . (𝐴 ∩ 𝐵)° = 𝐴° ∩ 𝐵° 
3 .𝐴° ∪ 𝐵° ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)°  

 إثبات:
𝐴 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 ⟹ 𝐴° ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)° 
𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵 ⟹ 𝐵° ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)° 

𝐴° ∪ 𝐵° ⊆ (𝐴 ∪ 𝐵)° 
 ورة عامة كما يبين المثال الاتي:الاحتواء المعاكس غير محقق بص

𝑋لنأخذ  = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  مع التبولوجيا𝜏 = {𝑋, ∅, {𝑎}, {𝑎, 𝑏}, {𝑎, 𝑐}} :و لتكن 
𝐴 = {𝑎} , 𝐵 = {𝑐} , 𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑎, 𝑐} 

°𝐴و  = 𝐴 , 𝐵° = ∅ , (𝐴 ∪ 𝐵)° = {𝑎, 𝑐}  
𝐴° ∪ 𝐵° = {𝑎} ∪ ∅ = {𝑎} ≠ {𝑎, 𝑐} = (𝐴 ∪ 𝐵)°   
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𝜏1التبولوجيتين  لأعداد الحقيقية و لنعرف عليهامجموعة ا ℝلتكن  تمرين: = 𝜏|.|  و 
τ

2
= {𝑇 ∈ 𝑃(ℝ): {1,2} ⊆ 𝑇} ∪ {∅} 

𝐴و لنأخذ المجموعة  = 𝐵و  ]1,2] = 𝐶و  [0,3] = {1,2}  
,°𝐴, و المطلوب إيجاد  𝐵°, 𝐶°  و𝑒𝑥(𝐴)  ,𝑒𝑥(𝐵)   ,𝑒𝑥(𝐶)   كل من الفضاء في 

(ℝ, 𝜏1) = (ℝ, 𝜏|.|) = (ℝ, |. ,ℝ)و الفضاء  (| 𝜏2). 
,ℝ)في الفضاء  |. |) : 

𝐴° = ]1,2[ , 𝐵° = ]0,3[, 𝐶° = ∅   
𝑒𝑥(𝐴) = ]−∞, 1[ ∪ ]2, +∞[  ,𝑒𝑥(𝐵) = ℝ\𝐵 ,𝑒𝑥(𝐶) = ℝ\𝐶 

,ℝ)في الفضاء 𝜏2): 
𝐴° = ∅, 𝐵° = 𝐵, 𝐶° = 𝐶   و𝑒𝑥(𝐴) = 𝑒𝑥(𝐵)و  ∅ = ∅ ,𝑒𝑥(𝐶) = ∅. 


