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 يتضمن مايلي:  للمحاضرة المحتوى العلمي

 مفهوم الدالة الأصلية. 
 .مفهوم التكامل غير المحدد وبعض الخواص الذي يتمتع بها 
 قواعد لحساب بعض التكاملات غير المحددة لدوال شهيرة. 
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 التكامل غير المحدد

 تعريف: الدالة الأصلية
 :ما يليإذا تحقق  𝐼على المجال   𝑓(𝑥)ها دالة أصلية للدالةبأن    𝐹(𝑥)قال عن الدالةي  

1. 𝐹(𝑥)  دالة اشتقاقية على المجال𝐼. 

2. 𝐹́(𝑥) = 𝑓(𝑥)   

𝐹(𝑥)الدالة : مثال = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) هي دالة أصلية للدالة𝑓(𝑥) =
1

√1−𝑥2
𝐼على المجال     = ]−1,1[                

 لأن:

(arcsin(𝑥))′ =
1

√1 − 𝑥2
  , ∀𝑥 ∈ ]−1,1[ 

𝐹(𝑥)  مثال: = √1 − 𝑥2 هي دالة أصلية للتابع𝑓(𝑥) = −
𝑥

√1−𝑥2
𝐼على المجال   = ]−1,1[ 

𝐹(𝑥)  مثال: = −𝑐𝑜𝑠2𝑥 هي دالة أصلية للتابع𝑓(𝑥) = 2𝑠𝑖𝑛2𝑥  على𝐼 = ℝ 

 عندئذ 𝐼على المجال   𝑓(𝑥)دالة أصلية للدالة  𝐹(𝑥)نت إذا كاملاحظة: 

(𝐹(𝑥) + 𝑐)   داله أصلية لـ𝑓(𝑥)  على المجال𝐼  حيث 𝑐 ∈ ℝ 

  ) التكامل غير المحدد(تعريف:
𝐹(𝑥))سمي مجموعة جميع الدوال الأصلية ن   + 𝑐) للدالة 𝑓(𝑥)   على المجال𝐼  بالتكامل غير المحدد ويرمز له بالرمز 

 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 

 ندعو:، ثابت اختياري  𝑐حيث 

 𝑥 متغير المكاملة ، 𝑐 ثابت التكامل. 
 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 العباره المكاملة. 

 𝑓(𝑥) الدالة المكاملة. 
 اختياريا   أنّ الشكل العام للدالة الأصلية يحوي ثابتا   تعني كلمة غير محدد. 

 المكاملة وتفاضلها مساوٍ للعبارة المكاملة التكامل غير المحدد هو دالة مشتقها مساوٍ للدالة. 

 مثال:

 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

 الخواص الأساسية للتكامل غير المحدد:

1. 𝑑(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 .أي تفاضل التكامل غير المحدد هو العبارة المكاملة 
 مشتق التكامل غير المحدد هو الدالة المكاملة.  .2
3. ∫𝛼𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼 ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥  حيث𝛼 ∈ ℝ 

4. ∫(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥))𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ℎ(𝑥)𝑑𝑥 

5. ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑡)𝑑𝑡  لة.يتغير التكامل غير المحدد لدالة إذا غيرنا رمز متحول المكام أي لا 
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 ندرس الآن قواعد لحساب بعض التكاملات غير المحددة لدوال شهيرة
 الأولى المجموعة

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥   تكامل التابع𝑓(𝑥)  التابع𝑓(𝑥) 

𝑎𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) = 𝑎 ; 𝑎 ∈ ℝ 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 ; 𝑛 ≠ −1 

ln |𝑥| + 𝑐 
𝑓(𝑥) =

1

𝑥
 

1

𝑎
ln |𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝑐 𝑓(𝑥) =

1

𝑎𝑥+𝑏
 ; 𝑎 ≠ 0  

1

𝑎
𝑒𝑎𝑥 + 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥  ; 𝑎 ≠ 0  

𝑎𝑥

ln (𝑎)
+ 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥  ; 𝑎 > 0 & 𝑎 ≠ 1  

 مثال:

 (𝑥3 +
1

𝑥
+ 𝑒

1
2
𝑥 + 3) 𝑑𝑥 =

𝑥4

4
+ ln|𝑥| + 2𝑒

1
2
𝑥 + 3𝑥 + 𝑐 

 مثال:

 (5𝑥 + 22𝑥 +
1

2𝑥 + 1
+ 𝑒)𝑑𝑥 =

5𝑥

𝑙𝑛(5)
+
4𝑥

𝑙𝑛(4)
+
1

2
ln |2𝑥 + 1| + 𝑒𝑥 + 𝑐 

 مثال:

 
𝑥 + 1

√𝑥
𝑑𝑥 =  

𝑥

√𝑥
 𝑑𝑥 + 

1

√𝑥
 𝑑𝑥 =  𝑥

1
2𝑑𝑥 +  𝑥−

1
2𝑑𝑥 =

𝑥
3
2

3
2

+
𝑥
1
2

1
2

+ 𝑐

=
2

3
√𝑥3 + 2√𝑥 + 𝑐 

 الثانية المجموعة

 عدد حقيقي غير معدوم 𝛼من أجل 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥   تكامل التابع𝑓(𝑥)  التابع𝑓(𝑥) 

−𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

−
1

𝛼
𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 
 

sin𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 
1

𝛼
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 + 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥  
 

𝑡𝑎𝑛𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =
1 

𝑐𝑜𝑠2𝑥
  

1

𝛼
𝑡𝑎𝑛𝛼𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =

1 

𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑥
 

−𝑐𝑜𝑡𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =
1 

𝑠𝑖𝑛2𝑥
  

−
1

𝛼
𝑐𝑜𝑡𝛼𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =

1 

𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑥
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 مثال:

 (𝑠𝑖𝑛7𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 (
1

2
𝑥))𝑑𝑥 = −

1

7
𝑐𝑜𝑠7𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛 (

1

2
𝑥) + 𝑐 

 مثال:

 (
1 

𝑠𝑖𝑛23𝑥
+

1 

𝑐𝑜𝑠2 (
1
2 𝑥)

+ 𝜋𝑒 + 4)𝑑𝑥 = −
1

3
𝑐𝑜𝑡3𝑥 + 2𝑡𝑎𝑛 (

1

2
𝑥) + (𝜋𝑒 + 4)𝑥 + 𝑐 

 ثال:م

 (𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2𝑑𝑥 =  (𝑠𝑖𝑛22𝑥 + 𝑐𝑜𝑠22𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑑𝑥 = (1 − 𝑠𝑖𝑛4𝑥)𝑑𝑥

= 𝑥 +
1

4
𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 𝑐 

 مثال:

 𝑠𝑖𝑛22𝑥𝑑𝑥 =  (
1 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥

2
)𝑑𝑥 = (

1

2
−
1

2
𝑐𝑜𝑠4𝑥) 𝑑𝑥 =

1

2
𝑥 −

1

8
𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐 

 الثالثة المجموعة

 عدد حقيقي غير معدوم 𝛼من أجل 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥   تكامل التابع𝑓(𝑥)  التابع𝑓(𝑥) 

𝑐ℎ𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) = 𝑠ℎ𝑥 
1

𝛼
𝑐ℎ𝛼𝑥 + 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑠ℎ𝛼𝑥 

 

𝑠ℎ𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) = 𝑐ℎ𝑥 
1

𝛼
𝑠ℎ𝛼𝑥 + 𝑐 

𝑓(𝑥) = 𝑐ℎ𝛼𝑥  

𝑡ℎ𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =
1 

𝑐ℎ2𝑥
  

1

𝛼
𝑡ℎ𝛼𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =

1 

𝑐ℎ2𝛼𝑥
 

−𝑐𝑡ℎ𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =
1 

𝑠ℎ2𝑥
  

−
1

𝛼
𝑐𝑡ℎ𝛼𝑥 + 𝑐 𝑓(𝑥) =

1 

𝑠ℎ2𝛼𝑥
  

 مثال:

 (𝑠ℎ2𝑥 +
3 

𝑠ℎ25𝑥
+ 𝑒𝜋𝑥 +

1

2
𝑥 +

1

2
)𝑑𝑥 =

1

2
𝑐ℎ2𝑥 −

3

5
𝑐𝑡ℎ5𝑥 +

1

𝜋
𝑒𝜋𝑥 +

𝑥2

4
+
1

2
𝑥 + 𝑐 

 

 مثال:

 (
1 

𝑐ℎ22𝑥
+ 3𝑥 + 𝑥7) 𝑑𝑥 =

1

2
𝑡ℎ2𝑥 +

3𝑥

𝑙𝑛(3)
+
𝑥8

8
+ 𝑐 
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 مثال:

 (𝑐ℎ𝑥 + 𝑠ℎ𝑥)2𝑑𝑥 = (𝑐ℎ2𝑥 + 𝑠ℎ2𝑥 + 2𝑠ℎ𝑥𝑐ℎ𝑥)𝑑𝑥 = (𝑐ℎ2𝑥 + 𝑠ℎ2𝑥)𝑑𝑥 =
1

2
𝑠ℎ2𝑥

+
1

2
𝑐ℎ2𝑥 + 𝑐 

 مثال:

 𝑠ℎ2𝑥𝑑𝑥 =  (
𝑐ℎ2𝑥 − 1

2
)𝑑𝑥 = (

1

2
𝑐ℎ2𝑥 −

1

2
)𝑑𝑥 =

1

4
𝑠ℎ2𝑥 −

1

2
𝑥 + 𝑐 

 الرابعة المجموعة

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥   تكامل التابع𝑓(𝑥)  التابع𝑓(𝑥) 

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐   𝑜𝑟 − 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑐 
𝑥حيث  ∈ ]−1,1[ 

𝑓(𝑥) =
1

√1 − 𝑥2
 

𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 + 1) + 𝑐 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥2 + 1
 

𝑙𝑛 |𝑥 + √𝑥2 − 1| + 𝑐 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥2 − 1
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝑐 
𝑓(𝑥) =

1

1 + 𝑥2
 

1

2
𝑙𝑛 |
1 + 𝑥

1 − 𝑥
| + 𝑐 𝑓(𝑥) =

1

1−𝑥2
  

 مثال:

 (
2

√𝑥2 − 1
+

1 

3√𝑥2 + 1
+

1

1 + 𝑥2
) 𝑑𝑥

= 2𝑙𝑛 |𝑥 + √𝑥2 − 1| +
1

3
𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 + 1) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝑐 

 مثال:

 (
4

2 − 2𝑥2
+

1 

𝑠ℎ24𝑥
+ 𝑥) 𝑑𝑥 = 2 ×

1

2
𝑙𝑛 |
1 + 𝑥

1 − 𝑥
| −
1

4
𝑐𝑡ℎ4𝑥 +

𝑥2

2
+ 𝑐 

--------------------------------- 

 تمرين:

 𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑑𝑥 = 
𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = 

1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = (

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
− 1) 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝑐 

 تمرين:

 
𝑥2 + 2𝑥 + 1

𝑥
𝑑𝑥 = (𝑥 + 2 +

1

𝑥
)𝑑𝑥 =

𝑥2

2
+ 2𝑥 + 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

 تمرين:

 (3𝑥𝑒𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 +
4

√2𝑥2 + 2
)𝑑𝑥 =

(3𝑒)𝑥

1 + ln (3)
+
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2√2𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 + 1) + 𝑐 

------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 قواعد هامة جداً:

 
𝑓́(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑓(𝑥)| + 𝑐 

 
𝑓́(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = √𝑓(𝑥) + 𝑐 

 𝑓́(𝑥) 𝑓(𝑥) 
𝑛
𝑑𝑥 =

 𝑓(𝑥) 
𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐  ;      𝑛 ≠ −1 

 𝑓́(𝑥)𝑒𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒𝑓(𝑥) + 𝑐 

 مثال:

 
𝑥2

1 + 𝑥3
𝑑𝑥 =

1

3
 
3𝑥2

1 + 𝑥3
𝑑𝑥 =

1

3
𝑙𝑛|1 + 𝑥3| + 𝑐 

 مثال:

 
𝑥

√𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =  

2𝑥

2√𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = √𝑥2 + 1 + 𝑐 

 طريقه ثانيه:

 
𝑥

√𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =  𝑥(𝑥2 + 1)−

1
2𝑑𝑥 =

1

2
 2𝑥(𝑥2 + 1)−

1
2𝑑𝑥 =

1

2
×
(𝑥2 + 1)−

1
2
+1

1
2

+ 𝑐

= √𝑥2 + 1 + 𝑐 
 مثال:

 𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝑥 =  
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = − 

−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = −𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥| + 𝑐 

 مثال:

 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = − (−𝑠𝑖𝑛𝑥) 𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = −𝑒𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

 

 مثال:

 
𝑒𝑥

√𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2√𝑒𝑥 + 1 + 𝑐 

 مثال:

 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥 = − (−𝑠𝑖𝑛𝑥) 𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 = −
𝑐𝑜𝑠4𝑥

4
+ 𝑐 

 مثال:

 𝑠ℎ𝑥√1 + 𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥 =  𝑠ℎ𝑥(1 + 𝑐ℎ𝑥)
1
2 𝑑𝑥 =

2

3
(1 + 𝑐ℎ𝑥)

3
2 + 𝑐

=
2

3
√(1 + 𝑐ℎ𝑥)3 + 𝑐 

 مثال:

 
 𝑑𝑥

𝑒−𝑥 + 1
=  

𝑒𝑥  

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑒𝑥 + 1| + 𝑐 = 𝑙 𝑛(𝑒𝑥 + 1) + 𝑐 

 مثال:

 𝑒2𝑐ℎ𝑥𝑠ℎ𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
 2𝑠ℎ𝑥𝑒2𝑐ℎ𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
𝑒2𝑐ℎ𝑥 + 𝑐 
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