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 تذكره:
 𝑚جذر أساسي بالنسبة للمقاس  𝑔أن علماً  Ι𝑛𝑑𝑔 𝑥بدلًا من   Ι𝑛𝑑 𝑥نستخدم الرمز  ملاحظة:
,𝑎وليكن  𝑔يملك جذر أساسي  اً موجب اً صحيح اً عدد  𝑚ليكن مبرهنة: 𝑏 ∈ ℤ بحيث 

gcd(𝑎, 𝑚) = gcd(𝑏, 𝑚) = 1 
 : عندئذ

𝑎إذا كان  .1 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) عندئذ  Ι𝑛𝑑 (𝑎) = Ι𝑛𝑑 (𝑏) 
2. Ι𝑛𝑑( 𝑎𝑏) ≡ Ι𝑛𝑑 (𝑎) + Ι𝑛𝑑 (𝑏)(𝑚𝑜𝑑 𝜙(𝑚)) 
3. Ι𝑛𝑑 (𝑎𝑛) ≡ 𝑛 Ι𝑛𝑑 (𝑎)(𝑚𝑜𝑑 𝜙(𝑚))  حيث𝑛 .عدد صحيح موجب 
4. Ι𝑛𝑑 (𝑔) = 1 
5. Ι𝑛𝑑 (1) = 𝜙(𝑚) 

 
𝑥𝑛دراسة التطابقات من مراتب عليا  ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

 تشمل 
 معرفة التطابق فيما إذا كان قابل للحلّ أم لا .1
𝑥𝑛إيجاد جميع الحلول المختلفة للتطابق  .2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚)  
  ندرس في المبرهنة التالية شرط قابلية الحلّ للتطابق𝒙𝒏 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒎) 

 مبرهنة أولر المعممة:
,𝑎ولتكن  𝑔يملك جذر أساسي  اً موجب اً صحيح اً عدد  𝑚ليكن 𝑛 ∈ ℤ   بحيث𝑛 ≥  وليكن 2

𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) 
 عندئذ  

𝑥𝑛التطابق  ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) قابل للحل إذا وفقط إذا كان 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 
  :مثال

𝑥6 التطابق بيّن فيما إذا كان ≡ −9(𝑚𝑜𝑑 19) قابل للحلّ أم لا 
𝑥6التطابق المعطى هو: : الحلّ  ≡ −9(𝑚𝑜𝑑 19) 

𝑛لدينا  = 6, 𝑎 = −9, 𝑚 = 19 
𝜙(𝑚) = 18, 𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) = 6 

 نلاحظ بأنّ 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 = (−9)3 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 19) 
 بالتالي التطابق غير قابل للحلّ.

  مثال:
𝑥6 التطابق  بيّن فيما إذا كان ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 17) ؟قابل للحلّ أم لا 

 الحل:
𝑥6التطابق المعطى هو:  ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 17) 

𝑛لدينا  = 6, 𝑎 = 5, 𝑚 = 17 
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𝜙(𝑚) = 16, 𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) = 2 
  :نلاحظ بأنّ 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 = 58 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 17) 
 بالتالي التطابق غير قابل للحلّ.

 مثال: 
𝑥5 التطابق  بيّن فيما إذا كان ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 19) ؟قابل للحلّ أم لا 

 الحلّ 
𝑥5التطابق المعطى هو:  ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 19) 

𝑛لدينا  = 5, 𝑎 = 11, 𝑚 = 19 
𝜙(𝑚) = 18, 𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) = 1 

 نلاحظ بأنّ 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 = (11)18 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 19) 
 بالتالي التطابق قابل للحلّ.

  ندرس الآن كيف نوجد الحلول المختلفة للتطابق𝒙𝒏 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒎) 
 .𝑚بالنسبة للمقاس  𝑔 نوجد جذر أساسي .1
 .𝑚جذر أساسي بالنسبة للمقاس  𝑔 علماً أنّ  𝑚للمقاس  نشكل جدول الأدلة بالنسبة .2
 لطرفي التطابق المعطى  Ι𝑛𝑑نطبق الدليل  .3

𝑥𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 
Ι𝑛𝑑(𝑥𝑛) ≡ I𝑛𝑑(𝑎) (𝑚𝑜𝑑 𝝓(𝒎)) 

𝑛 × Ι𝑛𝑑(𝑥) ≡ I𝑛𝑑(𝑎) (𝑚𝑜𝑑 𝜙(𝑚)) 
Ind𝑥 من جدول الأدلة ونفرض I𝑛𝑑(𝑎)نحسب  = 𝑦  فنحصل على تطابق خطي من الدرجه الأولى فنقوم بإيجاد جميع

𝑥𝑛التي تحقق التطابق المعطى 𝑥حلوله المختلفة ومن ثم نستنتج من جدول الأدلة جميع قيم  ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 
 مثال:

𝑥12أوجد الحلول المختلفة للتطابق  ≡ 16(𝑚𝑜𝑑 17) باستخدام نظرية الأدلة 
 : الحلّ 

𝑔 لدينا .4 = بالنسبة حسب اختبار لوكاس، ولنوجد جدول الأدلة  11جذر أساسي بالنسبة للمقاس  3
𝑚للمقاس  = 𝑔علماً أنّ   17 =  .17جذر أساسي بالنسبة للمقاس  3

3نحسب  .1
𝑘  1حيث ≤ 𝑘 ≤ 𝜙(17) = 16. 

316 315 314 313 312 311 310 39 38 37 36 35 34 33 32 31 3𝑘 
1 6 2 12 4 1 8 14 16 11 15 5 13 11 9 3 𝑁 

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 Ι𝑛𝑑𝑁 
𝑁  3: هو باقي قسمة𝑘   11على العدد                          .Ι𝑛𝑑𝑁  : دليل العدد𝑁 

𝑥12 ≡ 16(𝑚𝑜𝑑 17) نطبق نظرية الأدلة للطرفين نجد 
12 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ Ι𝑛𝑑16(𝑚𝑜𝑑 𝜙(17)) 

12 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 16) 
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Ι𝑛𝑑𝑥نفرض  = 𝑦 
𝑦 12 هذا التطابق ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 16)هما 16حلول مختلفه بالنسبة للمقاس  أربعيملك  خطي 

 Ι𝑛𝑑𝑥 = 𝑦 ∈ {2,6,10,14} 
 بالتالي

Ι𝑛𝑑𝑥 = 2 ⟹ 𝑥 = 9 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 6 ⟹ 𝑥 = 15 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 10 ⟹ 𝑥 = 8 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 14 ⟹ 𝑥 = 2 

𝑥12 بالتالي حلول التطابق            ≡ 16(𝑚𝑜𝑑 17)  2}هي, 8,9,15} 
 ثالم

𝑥3أوجد الحلول المختلفة للتطابق  ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 13) باستخدام نظرية الأدلة 
 : الحلّ 
𝑔 لدينا = 𝑚بالنسبة للمقاس ولنوجد جدول الأدلة ، 13جذر أساسي بالنسبة للمقاس  2 = 𝑔علماً أنّ   13 = جذر  2

 .13أساسي بالنسبة للمقاس 
1 حيث 2𝑘 نحسب ≤ 𝑘 ≤ 𝜙(13) = 12. 

212 211 210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 2𝑘 
1 1 11 5 9 11 12 6 3 8 4 2 𝑁 
12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 Ι𝑛𝑑𝑁 

𝑁  2: هو باقي قسمة𝑘   13على العدد                          .Ι𝑛𝑑𝑁  : دليل العدد𝑁 
𝑥3 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 13)   تكافئ𝑥3 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 13) 

𝑥3 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 13) نطبق نظرية الأدلة للطرفين نجد 
3 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ Ι𝑛𝑑12(𝑚𝑜𝑑 𝜙(13)) 

3 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 12) 
Ι𝑛𝑑𝑥نفرض  = 𝑦 

  هذا التطابق

3𝑦 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 12) 
 هي 12ثلاث حلول مختلفة بالنسبة للمقاس يملك 

Ι𝑛𝑑𝑥 = 𝑦 ∈  بالتالي {2,6,10}
Ι𝑛𝑑𝑥 = 2 ⟹ 𝑥 = 4 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 6 ⟹ 𝑥 = 12 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 10 ⟹ 𝑥 = 10 

𝑥3 بالتالي حلول التطابق            ≡ 16(𝑚𝑜𝑑 13)  4}هي, 10,12} 
𝑥3 بالتالي حلول التطابق           ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 13)  4}هي, 10,12} 

 
 مثال

𝑔علماً أنّ   13للمقاس  أوجد جدول الأدلة بالنسبة = ثم أوجد حلول التطابق ، 13جذر أساسي بالنسبة للمقاس  2
7𝑥3 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 13) .باستخدام الأدلة 
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 :الحلّ 
;2𝑘نحسب  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝜙(13) =  .13)جذر أساسي بالنسبة للمقاس  2) 12

212 211 210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 2𝑘 
1 1 11 5 9 11 12 6 3 8 4 2 𝑁 
12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 Ι𝑛𝑑𝑁 
𝑁  2: هو باقي قسمة𝑘   11على العدد                          .Ι𝑛𝑑𝑁  : دليل العدد𝑁 

  أي أن 2هو العدد  13بالنسبة للمقاس  1المعكوس الضربي للعدد 
7−1 = 2 

 عندئذ حلول التطابق 
7𝑥3 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 13) 

 هي نفسها حلول التطابق 
7−1 × 7𝑥3 ≡ 7−1 × 4 (𝑚𝑜𝑑 13) 

𝑥3أي   ≡ 2 × 4 (𝑚𝑜𝑑 13)  أي𝑥3 ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 13) 
 عندئذ 

 حلول التطابق 
7𝑥3 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 13) 

 هي نفسها حلول التطابق
𝑥3 ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 13) 

𝑥3التطابق  يرفلطنطبق نظرية الأدلة  ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 13) نجد  
3 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ Ι𝑛𝑑8(𝑚𝑜𝑑 𝜙(13)) 

3 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 12) 
Ι𝑛𝑑𝑥 ثلاث حلول مختلفة هي هذا التطابق يملك  ∈ {1,5,  بالتالي{9

Ι𝑛𝑑𝑥 = 1 ⟹ 𝑥 = 2 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 5 ⟹ 𝑥 = 6 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 9 ⟹ 𝑥 = 5              

7𝑥3بالتالي حلول التطابق ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 13)  هي 
{2,5, 6} 

  دراسة التطابق من النمط𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝒑)  حيث𝒑 يقسم العدد  عدد أولي فردي لا𝒂 

  مبرهنة:
 عندئذ التطابق 𝑎يقسم العدد  لااً فردي اً أولي اً عدد 𝑝ليكن 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 
𝑦2 التطابق قابل للحل إذا وفقط إذا كان ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  قابلا للحل حيث𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

  :لاحظةم
𝑎و اً فردي اً أولي اً عدد 𝑝 إذا كان ∈ ℤ  بحيث𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑝) = 𝑥2عندئذ التطابق التربيعي  1 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  إما يملك

 .𝑝حلين فقط أو ليس له حلول بالنسبة للمقاس 
𝑎اً و فردي اً أولي اً عدد 𝑝 إذا كان سؤال: ∈ ℤ  بحيث𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑝) = 1 

𝑎𝑥2والتطابق  + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) لإيجاد حلوله نقوم بالخطوات التالية: قابل للحلّ عندئذ 
  نوجد𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 
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  نحلّ التطابق التالي𝑦2 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  وليكن حلوله هي𝑦0, 𝑦1 = −𝑦0    بالنسبة للمقاس𝑝 
  ّ2التطابق الخطي  نحل𝑎𝑥 ≡ 𝑦 − 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑝) حل وذلك من أجل كل 𝑦  لـ𝑦2 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 𝑥2و  𝑥1 ينلفنحصل على الح
𝑎𝑥2بالتالي حلول التطابق  + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  هي{𝑥1, 𝑥2} 

 مثال:
5𝑥2الحلين المختلفين للتطابق أوجد  − 6𝑥 + 2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 13). 

𝑎ينا لد = 𝑏و   5 = 𝑐و  6− = 𝑝و  2 = 13 
  نوجد𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = −4 

  نوجد حلول التطابق𝑦2 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  ، أي لنوجد حلول التطابق𝑦2 ≡ −4(𝑚𝑜𝑑 13) 

𝑦2أي لنوجد حلول التطابق  ≡ 9(𝑚𝑜𝑑 13)  
,3−}وهي  3} 

  من أجل𝑦0 =  نحل التطابق الخطي 3
2𝑎𝑥 ≡ 𝑦0 − 𝑏(𝑚𝑜𝑑 13) 

 فنجد 
10𝑥 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑 13) ⟹ 𝑥 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 13) ⟹ 𝑥 = 10 

  أجل من𝑦0 =  نحل التطابق الخطي 3−
2𝑎𝑥 ≡ 𝑦0 − 𝑏(𝑚𝑜𝑑 13) 

 فنجد 
10𝑥 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 13) ⟹ 𝑥 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 13) ⟹ 𝑥 = 12 

5𝑥2 بالتالي حلول التطابق            − 6𝑥 + 2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 13) هي 
{10, 12} 

 مثال:
𝑥2الحلين المختلفين للتطابق أوجد  + 7𝑥 + 10 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 11). 

𝑎ينا لد = 𝑏و   1 = 𝑐و  7 = 𝑝و  10 = 11 
  نوجد𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 9 

  نوجد حلول التطابق𝑦2 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  أي لنوجد حلول التطابق ،𝑦2 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑 11)  
,3−}وهي  3} 

  من أجل𝑦0 =  نحل التطابق الخطي 3
2𝑎𝑥 ≡ 𝑦0 − 𝑏(𝑚𝑜𝑑 11) 

 فنجد 
2𝑥 ≡ −4(𝑚𝑜𝑑 11) ⟹ 𝑥 ≡ −2(𝑚𝑜𝑑 11) ⟹ 𝑥 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑 11) ⟹ 𝑥 = 9 

  من أجل𝑦0 =  نحل التطابق الخطي 3−
2𝑎𝑥 ≡ 𝑦0 − 𝑏(𝑚𝑜𝑑 13) 

 فنجد 
2𝑥 ≡ −3 − 7(𝑚𝑜𝑑 11) ⟹ 𝑥 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 11) ⟹ 𝑥 = 6 

𝑥2 بالتالي حلول التطابق        + 7𝑥 + 10 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 11) هي 
{6, 9} 
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