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 التكامل غير المحدد

𝑥حيث  𝐹(𝑥)تعريف: نسمي الدالة  ∈ 𝐼 ⊆ ℝ  دالة أصلية للدالة𝑓(𝑥)  على المجال𝐼 إذا ,
𝐹′(𝑥)تحقق ما يلي:  = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐼  

𝐹(𝑥)مثال: الدالة  = arcsin 𝑥    هي دالة أصلية للدالة𝑓(𝑥) =
1

√1−𝑥2
لأن:    

(arcsin 𝑥)′ =
1

√1−𝑥2
  , ∀𝑥 ∈ ]−1,1[ 

 مبرهنة: كل دالة مستمرة على مجال مغلق تملك دالة أصلية على هذا المجال.
ملاحظة: إذا كانت الدالة التي نبحث عن دالتها الأصلية تعاني من انقطاع فإننا ندرس الدالة 

 على المجالات التي تكون مستمرة عليها.
,𝑎]جال دالة معرفة و مستمرة على الم  𝑓(𝑥)لتكن تعريف:  𝑏] عندئذٍ إن أحد الدوال الأصلية ,

.𝑓(𝑥)∫لها على هذا المجال يسمى تكاملًا غير محدد لها و نكتب   𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐  حيث
𝑐 .ثابت اختياري 

 الطرق الأساسية في التكامل:
الطريقة المباشرة: بالاعتماد على خواص التكامل غير المحدد يمكن حساب التكامل مباشرة . 1

 .إلى تكاملات موجودة في جدول التكاملات الأساسية الشهيرةه برد
 أمثلة:

𝐼 = ∫
𝑥 + 1

√𝑥
. 𝑑𝑥 = ∫

𝑥

√𝑥
 . 𝑑𝑥 + ∫

1

√𝑥
 . 𝑑𝑥 = ∫𝑥

1
2. 𝑑𝑥 + ∫𝑥−

1
2. 𝑑𝑥

=
𝑥
3
2

3
2

+
𝑥
1
2

1
2

+ 𝑐 =
2

3
√𝑥3 + 2√𝑥 + 𝑐 

𝐼 = ∫
𝑥2

𝑥2 + 1
. 𝑑𝑥 = ∫

𝑥2 + 1 − 1

𝑥2 + 1
. 𝑑𝑥 = ∫

𝑥2 + 1

𝑥2 + 1
. 𝑑𝑥 + ∫

−1

𝑥2 + 1
. 𝑑𝑥

= ∫1 . 𝑑𝑥 − ∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 1
= 𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥 + 𝑐 

𝐼 = ∫ 𝑡𝑔2(𝑥) . 𝑑𝑥 = ∫(𝑡𝑔2(𝑥) + 1 − 1) . 𝑑𝑥

= ∫(𝑡𝑔2(𝑥) + 1) . 𝑑𝑥 − ∫𝑑𝑥 = 𝑡𝑔(𝑥) − 𝑥 + 𝑐 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥. 𝑙𝑛(𝑥)
= ∫

1
𝑥

𝑙𝑛(𝑥)
. 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑙𝑛(𝑥)| + 𝑐 
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 طريقة تغيير المتحول: . 2
𝑥يرتبط معه بالعلاقة:  𝑥عوضاً عن  𝑡تعتمد على إدخال متغير جديد  = 𝜑(𝑡) , حيث𝜑(𝑡) 

 دالة مستمرة و المشتق الأول لها مستمر أيضاً و عندئذٍ يكون لدينا:
 ∫𝑓(𝑥). 𝑑𝑥 = ∫𝑓[𝜑(𝑡)]. 𝜑′(𝑡). 𝑑𝑡 نوجد هذا التكامل بدلالة𝑡  ثم نبدل𝑡  بما يساويها

 .𝑥بدلالة 
 أمثلة:

                                                                    𝐼1 = ∫𝑒
𝑥3 𝑥2. 𝑑𝑥 

𝑡نفرض  = 𝑥3  فيكون𝑑𝑡 = 3𝑥2. 𝑑𝑥  و منه𝑥2. 𝑑𝑥 =
1

3
𝑑𝑡 :نعوض في التكامل , 

𝐼1 = ∫𝑒
𝑡 .
1

3
𝑑𝑡 =

1

3
∫𝑒𝑡. 𝑑𝑡 =

1

3
𝑒𝑡 + 𝑐 =

1

3
𝑒𝑥

3
+ 𝑐 

𝐼2 = ∫
𝑑𝑥

3 − 2𝑥
                                                                                            

𝑡نفرض أن  = 3 − 2𝑥  و منه𝑑𝑡 = −2𝑑𝑥   أي𝑑𝑥 = −
1

2
𝑑𝑡  

𝐼2 = ∫
−
1
2
𝑑𝑡

𝑡
= −

1

2
∫
𝑑𝑡

𝑡
= −

1

2
𝑙𝑛|𝑡| + 𝑐 = −

1

2
𝑙𝑛|3 − 2𝑥| + 𝑐 

𝐼3 = ∫√3𝑥 + 1. 𝑑𝑥 

𝑡2نفرض  = 3𝑥 + .2𝑡فيكون  1 𝑑𝑡 = 3𝑑𝑥  و بالتالي𝑑𝑥 =
2

3
𝑡. 𝑑𝑡 

𝐼3 = ∫𝑡. (
2

3
𝑡. 𝑑𝑡) =

2

3
∫𝑡2 . 𝑑𝑡 =

2

3
.
𝑡3

3
+ 𝑐 =

2

9
𝑡3 + 𝑐 

=
2

9
[(3𝑥 + 1)

1

2]
3

+ 𝑐 =
2

3
√(3𝑥 + 1)3 + 𝑐           

𝐼4 = ∫
𝑑𝑥

√9 − 4𝑥2
                                                                           

𝑡 نفرض أن = 2𝑥  فيكون𝑑𝑡 = 2𝑑𝑥  أي𝑑𝑥 =
1

2
𝑑𝑡  

𝐼4 = ∫
𝑑𝑥

√9 − 4𝑥2
= ∫

𝑑𝑥

√32 − (2𝑥)2
     

= ∫

1
2
𝑑𝑡

√32 − 𝑡2
=
1

2
∫

𝑑𝑡

√32 − 𝑡2
=
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

3
) + 𝑐

=   
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

2𝑥

3
) + 𝑐 
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 . حساب التكامل بطريقة التجزئة:3
,𝑢(𝑥)لتكن لدينا الدالتان  𝑣(𝑥)  القابلتان للاشتقاق حيث المشتق الأول لكل منهما دالة مستمرة

 على مجال ما,  يعطى دستور التكامل بالتجزئة بالعلاقة الآتية:
      ∫𝑢. 𝑑𝑣 = 𝑢. 𝑣 − ∫𝑣. 𝑑𝑢 
 أمثلة:

𝐼 = ∫𝑥. 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥                                                                                            

𝑢(𝑥)نفرض أن  = 𝑙𝑛(𝑥)  فيكون𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥
𝑑𝑣و   = 𝑥. 𝑑𝑥  فيكون𝑣 =

1

2
𝑥2 :بالتالي 

𝐼 =
1

2
𝑥2. 𝑙𝑛(𝑥) − ∫

1

2
𝑥2.
𝑑𝑥

𝑥
=
1

2
𝑥2. 𝑙𝑛(𝑥) −

1

2
∫𝑥. 𝑑𝑥 

=
1

2
𝑥2. 𝑙𝑛(𝑥) −

1

4
𝑥2 + 𝑐                                                 

𝐼 = ∫𝑥. cos 𝑥 . 𝑑𝑥                                                                                     

𝑢(𝑥)نفرض أن  = 𝑥  فيكون𝑑𝑢 = 𝑑𝑥  و𝑑𝑣 = cos 𝑥 . 𝑑𝑥  فيكون𝑣 = sin 𝑥 :ومنه 

𝐼 = 𝑥. sin 𝑥 − ∫sin 𝑥 . 𝑑𝑥 = 𝑥. sin 𝑥 + cos 𝑥 + 𝑐 

, 𝑢إن دستور التكامل بالتجزئة يسهل علينا حساب التكامل إذا أحسنا اختيار كل من  𝑑𝑣  فمثلًا
𝑢(𝑥)ي التكامل السابق في حال فرضنا ف = cos 𝑥  و𝑑𝑣 = 𝑥. 𝑑𝑥  لحصلنا على تكامل

عات لكل , لذلك سنصنف الجزء الأكبر من التكاملات في ثلاث مجمو 𝐼أصعب من التكامل 
تشمل كل التكاملات التي  منها فرضيتها الخاصة, مع التأكيد على ان المجموعات الثلاث لا

 ابها بطريقة التجزئة.يمكن حس
 التكاملات من الشكل المجموعة الأولى:

∫𝑃𝑛(𝑥). 𝑒
𝛼𝑥 . 𝑑𝑥 , ∫𝑃𝑛(𝑥). sin 𝛼𝑥 . 𝑑𝑥 , ∫𝑃𝑛(𝑥). cos𝛼𝑥 . 𝑑𝑥 

𝑢(𝑥)لحساب هذه التكاملات نفرض  = 𝑃𝑛(𝑥) داخل إشارة التكامل نفرض ما تبقى و 𝑑𝑣  ثم
 .ور التكامل بالتجزئةتنعوض بدس
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 أمثلة:

𝐼 = ∫(𝑥2 − 6𝑥 + 2) 𝑒3𝑥. 𝑑𝑥                                                           

𝑢(𝑥)نفرض  = 𝑥2 − 6𝑥 + 𝑑𝑢فيكون  2 = (2𝑥 − 6). 𝑑𝑥  و𝑑𝑣 = 𝑒3𝑥. 𝑑𝑥  فيكون
𝑣 =

1

3
𝑒3𝑥 :نعوض بالدستور 

𝐼 =
1

3
𝑒3𝑥. (𝑥2 − 6𝑥 + 2) − ∫

1

3
𝑒3𝑥. (2𝑥 − 6). 𝑑𝑥  

𝐼 =
1

3
𝑒3𝑥. (𝑥2 − 6𝑥 + 2) −

2

3

∫𝑒3𝑥. (𝑥 − 3). 𝑑𝑥 
⏟            

𝐽

 

𝑢أيضاً فنفرض بالتجزئة  𝐽نكامل  = 𝑥 − 𝑑𝑢فتكون  3 = 𝑑𝑥  و𝑑𝑣 = 𝑒3𝑥. 𝑑𝑥  فيكون
𝑣 =

1

3
𝑒3𝑥  :و منه 

𝐽 =
1

3
𝑒3𝑥. (𝑥 − 3) −

1

3
∫𝑒3𝑥 . 𝑑𝑥 =

1

3
𝑒3𝑥. (𝑥 − 3) −

1

9
 𝑒3𝑥 + 𝑐 

 نجد: 𝐼نعوض في عبارة 

𝐼 =
1

3
𝑒3𝑥. (𝑥2 − 6𝑥 + 2) −

2

3
(
1

3
𝑒3𝑥. (𝑥 − 3) −

1

9
 𝑒3𝑥 + 𝑐) 

 و بالتالي:

𝐼 =
1

3
𝑒3𝑥. (𝑥2 − 6𝑥 + 2) −

2

9
𝑒3𝑥. (𝑥 − 3) +

2

27
𝑒3𝑥 + 𝑐′ 

𝐼 = (
1

3
𝑥2 −

2

90
𝑥 +

38

27
) 𝑒3𝑥 + 𝑐′ 

 التكاملات من الشكل المجموعة الثانية:

∫𝑃𝑛(𝑥). 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥). 𝑑𝑥 ∫𝑃𝑛(𝑥). 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝑥). 𝑑𝑥 , ∫𝑃𝑛(𝑥). 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥). 𝑑𝑥   

∫𝑃𝑛(𝑥). 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑡𝑔(𝑥). 𝑑𝑥 , ∫𝑃𝑛(𝑥). 𝑙𝑛(𝑥). 𝑑𝑥   

𝑑𝑣لحساب هذه التكاملات نفرض أن  = 𝑃𝑛(𝑥). 𝑑𝑥  و ما تبقى ضمن إشارة التكامل نفرضه
𝑢(𝑥)  
 أمثلة:
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𝐼1 = ∫𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥). 𝑑𝑥                                                                               

𝑢(𝑥)نفرض  = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)  فيكون𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

√1−𝑥2
𝑑𝑣و أن   = 𝑑𝑥  فيكون𝑣 = 𝑥 

 نعوض في دستور التكامل بالتجزئة:

𝐼1 = 𝑥. 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) − ∫
𝑥. 𝑑𝑥

√1 − 𝑥2
= 𝑥. 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + ∫

−2𝑥. 𝑑𝑥

2√1 − 𝑥2
 

𝐼1 = 𝑥. 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + √1 − 𝑥
2 + 𝑐                                                        

𝐼2 = ∫ 𝑙𝑛(𝑥). 𝑑𝑥                                                                                     

𝑢(𝑥)نفرض أن نفرض  = 𝑙𝑛(𝑥)  فيكون𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥
𝑑𝑣و   = 𝑑𝑥  فيكون𝑣 = 𝑥 :بالتالي 

𝐼 = 𝑥. 𝑙𝑛(𝑥) − ∫𝑥.
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑥. 𝑙𝑛(𝑥) − ∫𝑑𝑥 = 𝑥. 𝑙𝑛(𝑥) − 𝑥 + 𝑐 

  𝐼3 = ∫𝑥. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥). 𝑑𝑥                                                                               

𝑢(𝑥)نفرض أن  = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥)  فيكون𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑣و   = 𝑥. 𝑑𝑥  فيكون𝑣 =

1

2
𝑥2 

  بالتالي:

𝐼3 = 𝑣 =
1

2
𝑥2. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) −

1

2
∫𝑥2

𝑑𝑥

𝑥2 + 1
                                              

𝐼3 =
1

2
𝑥2. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) −

1

2
∫
𝑥2 + 1 − 1

𝑥2 + 1
. 𝑑𝑥                                            

=
1

2
𝑥2. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) −

1

2
∫(1 −

1

𝑥2 + 1
) . 𝑑𝑥

=
1

2
𝑥2. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) −

1

2
𝑥 +

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) + 𝑐                

 التكاملات من الشكل  المجموعة الثالثة:

∫𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 . 𝑑𝑥 , ∫ 𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 . 𝑑𝑥  

هو إما الدالة الأسية أو المثلثية و ما يبقى داخل إشارة  𝑢(𝑥)لحساب هذه التكاملات نفرض أن 
  𝑑𝑣 التكامل نفرضه

𝐼مثال:  = ∫ 𝑒2𝑥. 𝑠𝑖𝑛(3𝑥) . 𝑑𝑥 
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 الحل:

𝑢(𝑥)نفرض أن  = 𝑒2𝑥  فيكون𝑑𝑢 = 2𝑒2𝑥  و نفرض𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛(3𝑥) فيكون 
 𝑣 = −

1

3
𝑐𝑜𝑠(3𝑥) 

𝐼 = −
1

3
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

3
∫𝑒2𝑥 cos 3𝑥 . 𝑑𝑥
⏟          

𝐽

 

𝑢(𝑥)نفرض أن : بالتجزئة 𝐽 نكامل = 𝑒2𝑥  فيكون𝑑𝑢 = 2𝑒2𝑥 و نفرض 
 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) فيكون  𝑣 =

1

3
𝑠𝑖𝑛(3𝑥)  

𝐽 =
1

3
𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) −

2

3
∫𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) . 𝑑𝑥 =

1

3
𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) −

2

3
𝐼 

 : 𝐼نعوض في عبارة 

𝐼 = −
1

3
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

3
(
1

3
𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) −

2

3
𝐼) 

𝐼 = −
1

3
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

9
 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) −

4

9
𝐼 

𝐼 +
4

9
𝐼 = −

1

3
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

9
 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 

13

9
𝐼 = −

1

3
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

9
 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 

𝐼 =
9

13
(−

1

3
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

9
 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥)) + 𝑐 

𝐼 = −
3

13
𝑒2𝑥. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) +

2

13
 𝑒2𝑥𝑠𝑖𝑛(3𝑥) + 𝑐 

∫  التكامل الآتي
𝑥

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
. 𝑑𝑥 :ليس من المجموعات السابقة و يحسب بطريقة التجزئة كما يلي 

𝑢نفرض  = 𝑥  فيكون𝑑𝑢 = 𝑑𝑥  و𝑑𝑣 =
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
𝑣فيكون   = −𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 

𝐼 = −𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 + ∫𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 . 𝑑𝑥 = −𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 − ∫
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
. 𝑑𝑥 

𝐼 = −𝑥. 𝑐𝑜𝑡𝑔𝑥 − 𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛𝑥| + 𝑐 
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