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 مقدمة في التحليل الرياضي
 

 
 الدالة:

)غير خالية( تدعى منطلق الدالة بعنصر  𝐴من مجموعة  𝑥تربط كل عنصر  𝑓هي علاقة 
 )غير خالية( تدعى مستقر الدالة و نكتب: 𝐵من مجموعة  𝑦واحد فقط 

                                     𝑓: 𝐴 → 𝐵 
                           𝑥 ↦ 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑓(𝐴)ندعو المجموعة  = {𝑦 ∈ 𝐵: 𝑦 = 𝑓(𝑥); 𝑥 ∈ 𝐴}  المستقر الفعلي للدالة𝑓  أو مدى
,𝐴فإذا كانت  . 𝐼𝑚(𝑓)و نرمز لها  𝑓الدالة  𝐵  مجموعتين عدديتين فإننا ندعو هذه الدالة دالة

 عددية.
 تصنيف الدوال:

 صر واحد على الأكثر من: هي دالة يكون كل عنصر من مستقرها صورة لعنالدالة المتباينة. 1
,𝑥1المنطلق, فإذا كان  𝑥2  عنصرين من منطلق الدالة𝑓  و كان𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)  

𝑥1فإن  = 𝑥2  و هذا يكافئ القول أنه إذا كان𝑥1 ≠ 𝑥2  فإن𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2). 
ورة لعنصر واحد على الأقل هي دالة يكون فيها كل عنصر من مستقرها صالدالة الغامرة: . 2

:𝑓أي إذا كانت من المنطلق,  𝐴 → 𝐵 :دالة غامرة فإن 
 ∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃𝑥 ∈ 𝐴: 𝑦 = 𝑓(𝑥)  أياً كان (𝑦  من المستقر يوجد على الأقل العنصر𝑥 

 .𝑓وفق الدالة  𝑥هو صورة  𝑦بحيث أن 
ستقرها صورة فيها كل عنصر من مهي دالة متباينة و غامرة معاً و يكون  دالة التقابل:. 3

 .من المنطلق واحد فقطلعنصر 
 تمرين: صنف كل من الدوال الآتية:

1. 𝑓(𝑥) = 2𝑥       2. 𝑔(𝑥) = 𝑥2      3. ℎ(𝑥) = 𝑥3 
:𝑓: يقال إن الدالة الدالة الزوجية. 4 𝐴 → 𝐵  دالة زوجية إذا و فقط إذا تحقق الشرطان

 :الآتيان
a مهما يكن .𝑥 ∈ 𝐴  فإن−𝑥 ∈ 𝐴 
b يكن . مهما𝑥 ∈ 𝐴  فإن𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥). 
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:𝑓يقال إن الدالة الدالة الفردية:  .5 𝐴 → 𝐵 دالة فردية إذا و فقط إذا تحقق الشرطان الآتيان: 
a مهما يكن .𝑥 ∈ 𝐴  فإن−𝑥 ∈ 𝐴 
b مهما يكن .𝑥 ∈ 𝐴  فإن𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥). 
:𝑓يقال إن الدالة الدالة الدورية:  .6 𝐴 → 𝐵 دورية إذا وجد عدد  دالة𝑇 ∈ ℝ  بحيث تتحقق

𝑓(𝑥المساواة  + 𝑇) = 𝑓(𝑥)  لأجل جميع قيم∈ 𝐴 . 
 .𝑓يحقق المساواة السابقة بدور الدالة  𝑇ندعو أصغر عدد موجب 

:𝑓مثلًا الدالة:  ℝ → ℝ  :المعرفة وفق𝑓(𝑥) = cos 𝑥  هي دالة دورية و دورها𝑇 = 2π 
𝑥لأنه من أجل كل  ∈ ℝ    :فإن  cos(𝑥) = cos(𝑥 + 2𝜋) . 

:𝑓إذا كانت الدالة  الدالة العكسية:. 7 𝐴 → 𝐵  دالة تقابل, فإنه لكل عنصر 𝑦 من 𝐵  يوجد
𝑦بحيث أن  𝐴من  𝑥عنصر وحيد  = 𝑓(𝑥) . 

:𝑔و بالتالي يمكننا تعريف دالة جديدة  𝐵 → 𝐴  تكون صورة كل عنصربحيث 𝑦  من𝐵  هي
𝑥بحيث يحقق  𝐴من  𝑥العنصر  = 𝑔(𝑦). 

 و نكتب: 𝑔عوضاً عن  𝑓−1بالرمز  𝑓سية للدالة نرمز للدالة العك
                                        𝑓−1: 𝐵 → 𝐴  

                         𝑦 ⟼ 𝑓−1(𝑦) = 𝑥    
:𝑓−1و بالرموز المألوفة نكتب:  𝐵 → 𝐴 

            𝑥 ∈ 𝐵  :𝑓−1(𝑥) = 𝑦      
:𝑓برهن أن الدالة  تمرين: ℝ\{−2} → ℝ\{3}  وفق𝑓(𝑥) =

3𝑥−5

𝑥+2
, تقابل ثم أوجد الدالة 

 العكسية لها.
𝑦لنبرهن أنها تقابل سنبرهن أنه مهما يكن  ∈ ℝ\{3}  فهو صورة لعنصر وحيد منℝ\{−2} 

∀𝑦 ∈ ℝ\{3}: 𝑦 =
3𝑥 − 5

𝑥 + 2
⟺ 𝑦(𝑥 + 2) = 3𝑥 − 5 

             ⟺  𝑦𝑥 + 2𝑦 = 3𝑥 − 5 ⟺ 𝑦𝑥 − 3𝑥 = −2𝑦 − 5       
   ⟺   𝑥(𝑦 − 3) = −(2𝑦 + 5)  

𝑥و منه:  =
2𝑦+5

3−𝑦
∈ ℝ\{−2} 

 موجود و هو وحيد فالدالة هي دالة تقابل و تقابلها العكسي هو: 𝑥نلاحظ أن العنصر 
𝑓−1: ℝ\{3} → ℝ\{−2}  

  𝑓−1(𝑥) =
2𝑥+5

3−𝑥
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 نورد فيما يلي الدوال المثلثية الشهيرة و الدوال العكسية لها
 :دالة الجيب المثلثية. 1
 sin: ℝ → ℝ  دالة دورية دورها𝑇 = 2π ليست غامرة لأنه مهما  بالتالي ليست متباينة و هي

𝑥يكن  ∈ ℝ  1−فإن ≤ sin 𝑥 ≤ , لكن إذا اقتصر تطبيق هذه الدالة على المجال  1
]−

𝜋

2
,

𝜋

2
:sinفإن الدالة الناتجة:   ] ]−

𝜋

2
,

𝜋

2
[  → تصبح دالة تقابل و لها تقابل  ]1,1−[

𝑎𝑟𝑐له عكسي نرمز  sin: ]−1,1[  → ]−
𝜋

2
,

𝜋

2
[ 

𝑎𝑟𝑐فإذا كان  sin 𝑎 = 𝑏  فإنsin 𝑏 = 𝑎 
 )جيب التمام( المثلثية: دالة التجيب .2
 cos: ℝ → ℝ  دالة دورية دورها𝑇 = 2π ليست غامرة لأنه مهما  بالتالي ليست متباينة و هي

𝑥يكن  ∈ ℝ  1−فإن ≤ cos 𝑥 ≤ الدالة على المجال  , لكن إذا اقتصر تطبيق هذه 1
]0, 𝜋[   :فإن الدالة الناتجةcos: ]0, 𝜋[  → تصبح دالة تقابل و لها تقابل عكسي  ]1,1−[

𝑎𝑟𝑐نرمز له  cos:]−1,1[  → ]0, 𝜋[ 
𝑎𝑟𝑐فإذا كان  cos 𝑎 = 𝑏  فإنcos 𝑏 = 𝑎 

 دالة الظل المثلثي: .3
 𝑡𝑔: ℝ\ {

𝜋

2
+ 𝜋𝑘} → ℝ  حيث𝑘 ∈ ℤ  لأن المستقر الفعلي لها هو هذه الدالة غامرةℝ 

𝑇لكنها ليست متباينة فهي دورية و دورها  = π 
−[لكن إذا اقتصرت دراستنا على المجال 

𝜋

2
,

𝜋

2
:tgفإن الدالة الناتجة:   ] ]−

𝜋

2
,

𝜋

2
[  → ℝ  هي

:arctg لها تقابل عكسي نرمز له  دالة تقابل و ℝ → ]−
𝜋

2
,

𝜋

2
[  

 دالة التظل المثلثي: .4
 𝑐𝑡𝑔: ℝ\{𝜋𝑘} → ℝ  حيث𝑘 ∈ ℤ هذه الدالة غامرة لأن المستقر الفعلي لها هوℝ  لكنها

𝑇دورها لأنها دورية و ليست متباينة  = π  0[لكن إذا اقتصرت دراستنا على المجال, 𝜋[  فإن
:ctgالدالة الناتجة:   ]0, 𝜋[  → ℝ لها تقابل عكسي نرمز له  هي دالة تقابل و 

arcctg: ℝ → ]0, 𝜋[ 
 

 نهاية دالة:
:𝑓نقول عن الدالة  𝑋 → 𝑌  حيث𝑋, 𝑌 ⊆ ℝ إنها تسعى إلى عدد ,𝑏 ∈ ℝ  عندما تسعى𝑥 

 إذا وفقط إذا تحقق الشرط الآتي: 𝑎نحو 
 ∀ε > 0, ∃δ > 0: |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀, ∀𝑥 ∈ 𝑋; 𝑥 ≠ 𝑎  

limو نكتب: 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏  
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 ملاحظة:
فإننا  𝑎و هي أصغر تماماً من  𝑎نحو  𝑥عندما تسعى  𝑓(𝑥)للدالة  𝑙1إذا وجدت نهاية 

limو نكتب:  𝑎نحصل على تعريف النهاية لهذه الدالة من اليسار في النقطة 
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑙1. 
فإننا  𝑎و هي أكبر تماماً من  𝑎نحو  𝑥عندما تسعى  𝑓(𝑥)للدالة  𝑙2و إذا وجدت نهاية 

limو نكتب:  𝑎نحصل على تعريف النهاية لهذه الدالة من اليمين في النقطة 
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑙2. 
limفإذا كانت 

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)  قلنا أن للدالة نهاية عند𝑥 = 𝑎 :و نكتب 

 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙  
limو في حال 

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) ≠ lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥)  عند قلنا أن الدالة لا تملك نهاية𝑥 = 𝑎. 

 تمرين: ابحث في وجود نهاية لكل من الدوال الآتية:
1                                                            .𝑓: ℝ\{0} → ℝ ∶ 𝑎 = 0 

𝑓(𝑥) =
|𝑥|

𝑥
                                                                              

2.                                                            𝑓: ℝ\{1} → ℝ ∶ 𝑎 = 1 

𝑓(𝑥) = 𝑒
3

𝑥−1                                                                              
 الحل:

1. 
 lim

𝑥→0−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→0−
(

−𝑥

𝑥
) = lim

𝑥→0−
(−1) = −1 ; |𝑥| = −𝑥: 𝑥 < 0 

 lim
 𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(
𝑥

𝑥
) = lim

𝑥→0+
(1) = 1 ; |𝑥| = 𝑥: 𝑥 > 0  

limبما أن 
𝑥→0−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)  ليس للدالة𝑓(𝑥) .نهاية عند الصفر 
2. 
 lim

𝑥⟶1−
(

3

𝑥−1
) = −∞ ⟹ lim

𝑥⟶1−
𝑓(𝑥) = 0 

 lim
𝑥⟶1+

(
3

𝑥−1
) = +∞ ⟹ lim

𝑥⟶1+
𝑓(𝑥) = +∞  

limبما أن 
𝑥→1−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)  ليس للدالة𝑓(𝑥)  نهاية عند𝑥 = 1 . 
𝑓(𝑥)ملاحظة: عند إيجاد نهاية دالة ما  =

ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)
, إذا نتج لدينا حالة 𝑎نحو  𝑥سعى عندما ت 

0  عدم تعيين من الشكل:
0

∞ أو 

∞
فإننا نستخدم قاعدة أوبيتال لإزالة عد التعيين و هي تنص   

 على: 
  lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
(

ℎ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
)                    
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limمثال: أوجد النهاية    
𝑥→0

𝑥 cos 𝑥−sin 𝑥

𝑥3
  

0دم تعيين من النمط ع

0
   :lim

𝑥→0

𝑥 cos 𝑥−sin 𝑥

𝑥3
  

 نطبق قاعدة أوبيتال: 

lim
𝑥→0

𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥

𝑥3
= lim

𝑥→0

(𝑥 cos 𝑥 − sin 𝑥)′

(𝑥3)′
= lim

𝑥→0

cos 𝑥 − 𝑥 sin 𝑥 − cos 𝑥

3𝑥2
 

lim
𝑥→0

−𝑥 sin 𝑥

3𝑥2
= −

1

3
lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= −

1

3
(1) = −

1

3
 

 

 استمرار الدوال:
,𝐵لتكن تعريف:  𝐷𝑓 = 𝐴 ⊆ ℝ  , يقال إن الدالة𝑓: 𝐴 → 𝐵 مستمرة في النقطة  دالة𝑎  من

 مجموعة تعريفها إذا و فقط إذا تحقق الشرط:
 ∀ε > 0, ∀x ∈ A, ∃δ > 0: |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⟹ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀  
إذا و فقط  𝑎مستمرة في النقطة  𝑓جوارها فإن  يو ف 𝑎النقطة معرفة عند  𝑓إذا كانت الدالة ف

limإذا كان 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)   
 أي: 𝑎النقطة إلا  𝑓لا يحوي من مجموعة تعريف الدالة  𝑎للنقطة  𝐼 أما إذا وجد جوار 

 𝐼 ∩ 𝐷𝑓 = {𝑎}  قلنا إن النقطة𝑎 ي نقطة منعزلة ف𝐷𝑓  و نقبل أن الدالة𝑓 .مستمرة عندها 
 مثال:
𝑓(𝑥)الدالة  =

sin 𝑥

𝑥
 غير مستمرة عند الصفر لأنها غير معرفة عندها. ℝ\{0}المعرفة على  

𝑓(𝑥)بينما الدالة  = {
sin 𝑥

𝑥
 ∶ 𝑥 ≠ 0

1 ∶ 𝑥 = 0
 هي دالة مستمرة عند الصفر لأن : 

 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(
sin 𝑥

𝑥
) = 1 = 𝑓(0)  

 .𝑓تمديد للدالة  𝑓نسمي 
𝑦تعريف: إذا كانت الدالة  = 𝑓(𝑥)  مستمرة في كل نقطة من المجال]𝑎, 𝑏[  و معرفة عند كل

limو تحقق:  𝑏 و 𝑎من 
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)  , lim
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏)  

مستمرة على كامل نقاط المجال  و تصبح عندئذ   𝑏 و 𝑎كل من مستمرة عند    𝑓(𝑥)الدالة فإن 
[𝑎, 𝑏]. 
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 انقطاع دالة:

:𝑓يقال إن الدالة  𝐴 → ℝ مستمرة في النقطة  غير دالة𝑎 :في كل من الحالات الآتية 
1 .𝑎 ∉ 𝐴 
2 .lim

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) ≠ lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) 

lim النهايتيتن على الأقلإحدى  .3
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥)  أوlim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥).ليست موجودة أو غير منتهية 
4 .lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑎) 

𝑥* نسمي  = 𝑎  نقطة انقطاع من النوع الأول إذا كانlim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) ث حي
                                     ي:أ كل منهما نهاية منتهية

 lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎+) ∈ ℝ  وlim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎−) ∈ ℝ 

 

                                                               
𝑓(𝑎+)نسمي و  − 𝑓(𝑎−) = 𝜎𝑓(𝑎)  قفزة𝑓 عند 𝑎. 
𝑥نسمي *  = 𝑎 عندلم يكن مستمراً  إذا ثانينقطة انقطاع من النوع ال 𝑎  و لم يكن له انقطاع

 من النوع الأول

       مثال:

 
𝑎) 1تحقق  𝑎إذا كانت  :ملاحظة ∉ 𝐴)  4أو (lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑎))  قلنا إن𝑎  نقطة

 انقطاع قابلة للإزالة
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𝑥بين أن  تمرين: =  :نقطة انقطاع للدالة 2

 𝑓(𝑥) = {
𝑥2  ; 𝑥 < 2
4  ; 𝑥 = 2

𝑥 + 1  ; 𝑥 > 2
 بين نوعها و هل يمكن إزالتها؟  

 الحل:
 lim

𝑥⟶2−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥⟶2−
𝑥2 = limو 4

𝑥⟶2+
𝑓(𝑥) = lim

𝑥⟶2+
(𝑥 + 1) = 3 

limنستنتج أن 
𝑥→2−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)  فالنهاية غير موجودة و بالتالي الدالة غير مستمرة
𝑥عند  =  ا.تهاللا يمكن إز  ولو هي نقطة انقطاع من النوع الأ 2

𝑥بين أن تمرين:  =  :نقطة انقطاع للدالة 1
 𝑓(𝑥) = {

𝑥 + 1  ; 𝑥 ≠ 1
3         ; 𝑥 = 1

 بين نوعها و هل يمكن إزالتها؟  
 الحل:

  lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶1

(𝑥 + 1) = 𝑓(1)و لدينا  2 = limبالتالي  3
𝑥→1

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(1)  
𝑥فالدالة غير مستمرة عند  = مة القيو هي نقطة انقطاع من النوع الثاني قابلة للإزالة بإسناد  1

𝑓(𝑥)بالشكل الآتي:  1لصورة  2 = {
𝑥 + 1  ; 𝑥 ≠ 1
2         ; 𝑥 = 1

  
𝑓(𝑥)لماذا تكون الدالة  بين تمرين: =

sin 𝑥

2𝑥
بحيث  𝑓ثم مدد  ,غير مستمرة عند الصفر 

𝑥نحصل على دالة مستمرة عند  = 0. 
 الحل:
𝑓(𝑥)الدالة  =

sin 𝑥

2𝑥
 ,عند الصفر لأنها غير معرفة عندهاغير مستمرة  ℝ\{0}المعرفة على  

𝑥و بالتالي  =  : نقطة انقطاع من النوع الثاني قابلة للإزالة 0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(
sin 𝑥

2𝑥
) =

1

2
 

𝑓(𝑥) وضع    ب = {

sin 𝑥

2𝑥
 ∶ 𝑥 ≠ 0

1

2
∶ 𝑥 = 0

 دالة مستمرة عند الصفر لأن : نجد أنها 

 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(
sin 𝑥

2𝑥
) =

1

2
= 𝑓(0) 

 

 

 


