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 د. سمر عمران  -المحاضرة الرابعة لمقرر الاهتزازات والأمواج 

 تركيب حركتين متعامدتين لهما التواتر نفسه:

𝑡تُوصف الحركتان التوافقيتان المركبتان للحركة المحصلة باختيار مناسب للحظة البدء  = 0 
 بالعلاقتين:

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑤𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐴2 cos(𝑤𝑡 + 𝜑)                                                         (1) 

: 𝜑 . فرق الطور البدئي 

 .𝑡بحذف الزمن  𝑜𝑥𝑦نحصل على معادلة المسار للحركة المركبة في المستوي 

 ( بالشكل التالي:1تُكتب العلاقتين )
𝑥

𝐴1
= cos(𝑤𝑡) 

𝑦

𝐴2
= cos(𝑤𝑡) cos(𝜑) − sin(𝑤𝑡) sin(𝜑) 

⇒  𝑦

𝐴2
=

𝑥

𝐴1
cos(𝜑) − sin(𝑤𝑡) sin(𝜑)   ⇒   

𝑥

𝐴1
cos(𝜑) −

𝑦

𝐴2
=

sin(𝑤𝑡) sin(𝜑)     (∗) 

بما يساويها من العلاقة  sin2(wt)وبتربيع الطرفين وإجراء بعض الإصلاحات بعد تبديل 
 الأولى:

sin2(wt) = 1 − cos2(wt) = 1 − (
𝑥

𝐴1
)

2

        (∗∗) 

 نحصل على العلاقة التالية:

(
𝑥

𝐴1
)

2

+ (
𝑦

𝐴2
)

2

− 2 (
𝑥

𝐴1
) (

𝑦

𝐴2
) cos(𝜑) − sin2(φ) = 0                             (2) 

 . φتتعين خواصه بقيمة زاوية فرق الطور التي تمثل بشكل عام معادلة قطع ناقص 
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إنَّ شكل الحركة المركبة واتجاه الحركة موضح بالشكل التالي، وذلك من أجل قيم مختلفة لزاوية 
 هي: φفرق الطور 

 

a) φ = 0,2π ( الصيغة التالية:2في هذه الحالة تأخذ العلاقة ) 

 

(
𝑥

𝐴1
−

𝑦

𝐴2
)

2

= 0   ⇒   𝑦 = (
𝐴2

𝐴1
) 𝑥                          (3) 

والحركة المركبة هي مستقيم ينطبق على قطر المستطيل المحدد للحركة بشكل عام والي 
 يمر من الربع الأول والثالث للدائرة المثلثية.

مادية على تكون الحركة المحصلة في هذه الحالة حركة مستقيمة ويتحدد وضع النقطة ال
الذي يمثل إحداثي هذه الجملة على المستقيم المعرف بالعلاقة  𝑠(𝑡)هذا المستقيم بالبعد 

 (، حيث:3)

𝑠(𝑡) = √𝑥2 + 𝑦2 = √𝐴1
2 + 𝐴2

2 cos(𝑤𝑡)                 (4) 

نفسه  wأنَّ الحركة المركبة في هذه الحالة تمثل حركة توافقية بسيطة أيضاً لها التواتر الزاوي أي 
𝐴وسعتها  = √𝐴1

2 + 𝐴2
2. 

 تصادف هذه الحالة في الاهتزازات الكهرطيسية وتعطي مفهوماً للضوء المستقطب خطياً.
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 (1الشكل )

 

     (b φ = π  في هذه الحالة نحصل على حركة مركبة تجري وفقاً للمستقيم𝑦 =

− (
𝐴2

𝐴1
) 𝑥    والرابع للدائرة المثلثية، وهي المنطبق على قطر المستطيل المار من الربع الثاني

𝐴     وسعة   wتأخذ شكل حركة توافقية بسيطة أيضاً ذات تواتر زاوي  = √𝐴1
2 + 𝐴2

2 . 

     (c φ =
π

2
,

3π

2
 ( الصيغة التالية:2في هاتين الحالتين تأخذ العلاقة ) 

𝑥2

𝐴1
2 +

𝑦2

𝐴2
2 = 1                             (5) 
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، أمّا جهة الحركة على هذا  ox,oyوهي معادلة قطع ناقص تنطبق محاوره على المحورين 
الممثلة للجملة  Pالقطع فتتعين بواسطة الإنشاء الهندسي للمسار، حيث نحدد وضع النقطة 

 في لحظات زمنية متتالية. oxyالمادية في المستوي 

φاتجاه الحركة على القطع الناقص فإذا كانت إنَّ تطبيق هذه الطريقة يقود إلى معرفة  =
π

2
  ،

 معادلتي القطع الوسيطتين الشكل التالي: فتأخذ

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑤𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐴2 cos(𝑤𝑡 +
𝜋

2
) = −𝐴2 sin 𝑤𝑡  

𝑡ففي اللحظة  = 𝑥معرّفة بالإحداثيين  pتكن النقطة  0 = 𝐴1  و𝑡 = أي تكون واقعة في  0
𝑡∆الربع الأول وفي لحظة تالية تختلف عن الأولى بفاصل زمني  <

𝑇

4
في  pتصبح النقطة  

يكون سالب في هذه اللحظة، ومنه نجد أنَّ  yيكون موجب بينما  xالربع الرابع لأن إحداثيها 
الأول إلى الثاني تتجه من الربع الأول إلى الرابع أي مع جهة دوران من الوضع  pحركة النقطة 

φعقارب الساعة. وبنفس الطريقة يمكننا استنتاج أنَّ جهة الحركة عندما  =
3π

2
تكون معاكسة  

𝐴1لجهة دوران عقارب الساعة. وفي الحالة الخاصة التي يكون فيها  = 𝐴2  فإنَّ مسار الحركة
 دائرة بينما لا تتغير جهة الدوران عليه.  المركبة يأخذ شكل

      (d φ =
π

4
,

7π

4
الإنشاء الهندسي أنَّ شكل المسار يأخذ في هذه الحالة شكل قطع يبين  

، وينطبق أحد محوريه على المستقيم المعرّف بالعلاقة oناقص يقع مركزه في مبدأ الإحداثيات 
φرب الساعة عندما (، أمّا جهة الحركة عليه فتكون باتجاه عقا3) =

π

4
، وعكس اتجاه دوران 

φعقارب الساعة عندما  =
7π

4
 (.1، كما في الشكل )

 

      (e φ =
3π

4
,

5π

4
في هاتين الحالتين شكل قطع ناقص ينطبق أحد محوريه يأخذ المسار  

𝑦على المستقيم               = − (
𝐴2

𝐴1
) 𝑥  ومركزه يقع في مبدأ الإحداثيات أيضاً، أمّا جهة

φالحركة عليه فتكون باتجاه عقارب الساعة عندما  =
3π

4
، وعكس اتجاه دوران عقارب الساعة 

φعندما  =
5π

4
 (.1، كما في الشكل )
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، فهي تكون  φمن الفقرات السابقة نستنتج أنَّ الحركة المركبة تتعلق بشكل أساسي بفرق الطور 
φمستقيمة قطرية عندما حركة  = بعامل انضغاط يساوي الواحد ثمّ تتحول إلى حركة على  0

0شكل قطع ناقص عندما  < 𝜑 < 𝜋  أمّا شكل هذا القطع فيتغير بحيث يتناقص انضغاطه ،
φويبلغ قيمته الصغرى من أجل  φمع ازدياد  =

𝜋

2
ليعود فيزداد مرة أخرى تدريجياً ويبلغ قيمته  

φالواحد عندما  = π  حيث يتحول القطع الناقص مرة أخرى إلى مستقيم مار من الربع الثاني
 والرابع. 

πتتحول الحركة المركبة مرة أخرى إلى حركة على شكل قطع ناقص من أجل  < φ < 2π 
ويتغير شكل القطع بنفس السياق السابق حيث يتناقص انضغاطه تدريجياً من الواحد حتى يبلغ 

φقيمته الصغرى عندما  =
3π

2
φيزداد من جديد ويبلغ الواحد من أجل  ثم  = 2π  حيث يأخذ

 (.3من جديد شكل المستقيم المعرّف بالعلاقة )

0أمّا جهة الحركة فهي موافقة لاتجاه دوران عقارب الساعة من أجل  < 𝜑 < 𝜋  ومعاكسة
πلاتجاه دوران عقارب الساعة من أجل  < 𝜑 < 2π. 

عامدتين لهما التواتر الزاوي نفسه تمثل حركة أيّ أنَّ الحركة المركبة من حركتين توافقيتين مت
على شكل قطع ناقص والعكس صحيح، فالحركة التي لها شكل قطع ناقص يمكن تحليلها إلى 

𝑤حركتين توافقيتين بسيطتين متعامدتين ذات تواتر واحد  =
2𝜋

𝑇
تمثل هنا الزمن اللازم  𝑇حيث  

مختلفتين، تساوي إحداهما نصف طول أحد  لكي يقوم المتحرك بدورة واحدة على القطع وسعتين
ضلعي المستطيل الذي يرتسم القطع الناقص داخله بينما تساوي الأخرى نصف طول الضلع 

 فرق الطور بينهما فتتحدد تبعاً لوضع القطع واتجاه الحركة عليه.الآخر. أما زاوية 

ى حركتين توافقيتين بسيطتين نشير هنا إلى أنَّ الحركة الدائرية المنتظمة والتي يمكن تحليلها إل
مساوٍ للسرعة الزاوية المنتظمة للحركة الدائرية وسعة واحدة  wمتعامدتين، لهما تواتر زاوي واحد 

𝜋تساوي نصف قطر المسار الدائري وفرق الطور ثابت بينهما يساوي 

2
إذا كانت الحركة باتجاه  

3𝜋دوران عقارب الساعة، ويساوي 

2
 كانت الحركة معاكسة لاتجاه دوران عقارب الساعة.إذا  

 




