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,𝑎]دالة مستمرة على المجال  𝑓(𝑥)لتكن  تعريف: 𝑏]  ولتكن𝐹(𝑥) دالة أصلية لـ𝑓  على المجال[𝑎, 𝑏]   فإن 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 مثال:

∫ (1 −
𝑥2

4
) 𝑑𝑥

2

−2

= [𝑥 −
𝑥3

12
]

−2

2

=
8

3
 

 مثال:

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

= − ∫ (−𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [−
1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥]

0

𝜋
2

=
1

3
 

 مثال: 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2

1
2

0

 

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥2

1
2

0

= [𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)]
0

1
2 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

1

2
) −  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(0) =

𝜋

6
− 0 =

𝜋

6
 

 
 التكاملأوجد قيمة مثال: 

 

𝐼 = ∫ 𝑥 sin( 𝑥2)𝑑𝑥
2

−1

 

𝑡نفرض أن  الحلّ: = 𝑥2   فيكون𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥  و منه𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

2𝑥
=

𝑑𝑡

2√𝑡
  

𝑥عندما  = 𝑡فإن  1− = 𝑥و عندما  1 = 𝑡فإن  2 =  :نجد نبدل في التكامل المعطى 4

𝐼 = ∫ √𝑡 sin 𝑡
𝑑𝑡

2√𝑡
=

1

2
∫ sin 𝑡 𝑑𝑡 =

1

2
[− cos 𝑡]1

4 =
1

2
[− cos 4 + 𝑐𝑜𝑠1]

4

1

4

1

 

 أوجد قيمة التكامل مثال:

 𝐼 = ∫
𝑑𝑥

2 + cos 𝑥

𝜋
2

0

 

𝑡نفرض  = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
𝑑𝑥و منه    ( =

2𝑑𝑡

1+𝑡2   وcos 𝑥 =
1−𝑡2

1+𝑡2  

𝑥عندما  = 𝑡فإن  0 = 𝑥و عندما  0 =
𝜋

2
𝑡فإن   =  نبدل في التكامل المعطى: 1

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

2 + cos 𝑥

𝜋
2

0

= ∫

2𝑑𝑡
1 + 𝑡2

2 +
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

1

0

= ∫
2𝑑𝑡

𝑡2 + 3
= 2 [

1

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑡

√3
)]

0

1

=
2

√3
(

𝜋

6
− 0) =

𝜋

3√3

1

0
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 أوجد قيمة التكامل مثال:

𝐼 = ∫ 𝑥2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

 نكامل بطريقة التجزئة الحلّ:

𝑢نفرض  = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  فيكون𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑣و    = 𝑥2𝑑𝑥  فيكون𝑣 =

1

3
𝑥3 :و منه 

𝐼 = [
1

3
𝑥3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥]

0

1

− ∫ (
1

3
𝑥3 ×

1

1 + 𝑥2
) 𝑑𝑥 = [

1

3
𝑥3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥]

0

1

−
1

3
∫ (𝑥 −

𝑥

1 + 𝑥2
) 𝑑𝑥

1

0

1

0

 

𝐼 = [
1

3
𝑥3𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥]

0

1

−
1

3
[
𝑥2

2
−

1

2
𝑙𝑛(𝑥2 + 1)]

0

1

=
𝜋

12
−

1

6
+

1

6
𝑙𝑛(2) 

  التكامل تعريف:

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

𝑎

 

 .𝑎تنعدم عند  𝑓(𝑥)هو دالة أصلية للتابع 
𝑓(𝑥)أوجد دالة أصلية للتابع  مثال: = 1 − 𝑥  تنعدم عند𝑥 = 1 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

1

= ∫ (1 − 𝑥)𝑑𝑥
𝑥

1

= [𝑥 −
𝑥2

2
]

1

𝑥

= −
𝑥2

2
+ 𝑥 −

1

2
 

 دالة مستمره فإن   𝑓و  𝑥قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير  دالة 𝑢إذا كانت  ملاحظة:
𝑑

𝑑𝑥
(∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑢

𝑎

) = 𝑓(𝑢)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

  أوجد مثال:
𝑑

𝑑𝑥
(∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡

𝑥3

0

) 
𝑓(𝑡) الحلّ: =

1

1+𝑡
𝑢(𝑥)و   = 𝑥3  بالتالي 

𝑑

𝑑𝑥
(∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡

𝑥3

0

) =  𝑓(𝑥3) × 3𝑥2 =
3𝑥2

1 + 𝑥3
 

  أنجز التكامل مثال:
𝑑

𝑑𝑥
(∫ (1 − ln (𝑐𝑜𝑠𝑡))𝑑𝑡

𝑥2

0

) 
𝑓(𝑡) الحلّ: = 1 − ln (𝑐𝑜𝑠𝑡)  و𝑢(𝑥) = 𝑥2  بالتالي 

𝑑

𝑑𝑥
(∫ (1 − ln (𝑐𝑜𝑠𝑡))𝑑𝑡

𝑥2

0

) = 𝑓(𝑢)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=  𝑓(𝑥2) × 2𝑥 = 2𝑥(1 − ln (𝑐𝑜𝑠𝑥2)) 

 الخواص الأساسية للتكامل المحدد
1.  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 
2.  



 /سنة أولى رياضيات/2المادة: تحليل رياضي   قسم الرياضيات -كلية العلوم -جامعة طرطوس

 4 مدرس المقرر: د. احمد عيسى

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

 
3.  

∫ 𝛼𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝛼 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

; 𝛼 ∈ ℝ  
4.  

∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 علاقة شال .5

,𝑎]دالة قابلة للمكاملة على المجال  𝑓(𝑥)إذا كانت  𝑏]  و𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑐

 

,𝑎]دالة قابلة للمكاملة على المجال  𝑓(𝑥)إذا كانت  .6 𝑏]   و𝑓(𝑥) ≥   على هذا المجال بالتالي  0
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 0 

,𝑎]دالتين قابلتين للمكامله على المجال  𝑓(𝑥)و   𝑔(𝑥)لتكن  .7 𝑏]  و 
𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) 

 عندئذ  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

8.  

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

9.  

|∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ √(∫ (𝑓(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) (∫ (𝑔(𝑥))
2

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 

01.  
 

𝑀 ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑚 

 بالتالي 

𝑀 ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 𝑚 ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 بالتالي

𝑀(𝑏 − 𝑎) ≥ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 𝑚(𝑏 − 𝑎) 

 .هذه الخاصة ممكن أن تعطينا قيمه تقديرية للتكامل
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00. 𝑓(𝑥)  دالة زوجية على المجال  [−𝑎, 𝑎] بالتالي 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

= 2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0

 

01. 𝑓(𝑥)  دالة فردية على المجال  [−𝑎, 𝑎] بالتالي 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎

= 0 

 

∫بالتالي  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

0

−𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0
 

 عندئذ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

−𝑎

= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0

 

 

01. 𝑓(𝑥)  دالة دورية ودورها𝑇  ّفإن 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏+𝑛𝑇

𝑎+𝑛𝑇

 

𝑛حيث  ≠  .عدد صحيح 0
 

 أمثلة:

 
 [1,1−]على المجال زوجية دالة  |𝑥| بما أنّ مثال: 

 

∫ |𝑥|𝑑𝑥
1

−1

= 2 ∫ |𝑥|𝑑𝑥
1

0

= 2 ∫ 𝑥𝑑𝑥
1

0

= 1 

 
 مثال: 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

−
𝜋
2

= 0 

−]دالة فردية على المجال  𝑠𝑖𝑛𝑥لك لأنّ وذ
𝜋

2
,

𝜋

2
] 

 مثال: 

∫ |1 − 𝑥2|𝑑𝑥
2

0

= ∫ (1 − 𝑥2)𝑑𝑥
1

0

+ ∫ (𝑥2 − 1)𝑑𝑥
2

1

== [𝑥 −
𝑥3

3
]

0

1

+ [
𝑥3

3
− 𝑥]

1

2

= 2 
 أوجد قيمة التكاملمثال: 

∫ |1 − 𝑥|𝑑𝑥
3

0

 

1القيمة التي تعدم  − 𝑥  عندئذٍ نجد  1هي 

∫ |1 − 𝑥|𝑑𝑥
3

0

= ∫ (1 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

+ ∫ −(1 − 𝑥)𝑑𝑥
3

1

= ∫ (1 − 𝑥)𝑑𝑥
1

0

+ ∫ (𝑥 − 1)𝑑𝑥
3

1

=
5

2
 

 نظرية القيمة الوسطى:

,𝑎]دالة مستمرة على المجال  𝑓(𝑥) لتكن مبرهنة: 𝑏] وجد عندئذ  ي𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[  بحيث يكون لدينا 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= (𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑐) 

 سمي ن   ملاحظة:

1

(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑐) 

,𝑎]على المجال  𝑓(𝑥)بالقيمة الوسطى للتابع  𝑏] 
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𝑓(𝑥) أوجد القيمة الوسطى للتابع مثال: = 𝑥2  2]على المجال, 4]. 
 الحلّ:

𝑓(𝑐) =
1

(𝑏 − 𝑎)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
1

(4 − 2)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

4

2

=
28

3
 

 فإننا نكتب 𝑐وإذا أردنا حساب 

𝑓(𝑐) =
28

3
⟹ 𝑐2 =

28

3
⟹ 𝑐 = √

28

3
∈ ]2, 4[ 

𝑓(𝑥) أوجد القيمة الوسطى للتابع مثال: = 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)  0]على المجال,
𝜋

𝑎
] 

 الحلّ:

𝑓(𝑐) =
1

(
𝜋
𝑎 − 0)

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)𝑑𝑥

𝜋
𝑎

0

=
𝑎

𝜋
[−

𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥

𝑎
]

0

𝜋
𝑎

=
2

𝜋
 

𝑓(𝑥) أوجد القيمة الوسطى للتابع مثال: = √𝑥  0]على المجال, ,0]ثم أوجد عدد من المجال ، [9 حيث تأخذ الدالة  [9

𝑓(𝑥) عندها قيمتها الوسطى 
 الحلّ:

𝑓(𝑐) =
1

(9 − 0)
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

9

0

= 2 ⟹ √𝑐 = 2 ⟹ 𝑐 = 4 

----------------------------------------- 


