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  يتضمن مايلي: للمحاضرة المحتوى العلمي

  دراسة التكامل من النمط𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥, √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑑𝑥. 
  من الأمثلة المتعلقة بهذه التكاملات.العديد 
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 إلى تكامل لدالة كسرية يؤدي  عويضفكرة حلّ هذا التكامل هو استخدام ت
  :التالي أولر وهي على الشكل (تحويلات)تعويضاتيُحلّ هذا التكامل باستخدام 

𝑎إذا كان  تعويض أولر الأول: >  نفرض عندئذٍ  0
√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡 + 𝑥√𝑎   𝑜𝑟 √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡 − 𝑥√𝑎  

 .فنحصل على تكامل كسري معروف 𝐼، نعوض في 𝑡والجذر بدلالة  𝑑𝑥ثم  𝑥نربع الطرفين نحسب 
𝑐إذا كان  :الثانيتعويض أولر  >  نفرض عندئذٍ  0

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡𝑥 + √𝑐   𝑜𝑟 √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡𝑥 − √𝑐 
 .فنحصل على تكامل كسري معروف 𝐼، نعوض في 𝑡والجذر بدلالة  𝑑𝑥ثم  𝑥نربع الطرفين نحسب 

=∆إذا كان  :الثالثتعويض أولر  𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 𝑎𝑥2لثلاثي الحدود  فإنّ  0 + 𝑏𝑥 + 𝑐 جذران حقيقيان مختلفان هما 
𝛼  وβ (𝛼 ≠ β)  ٍنفرض وعندئذ 

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡(𝑥 − 𝛼) 
 أو                                                            

√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑡(𝑥 − 𝛽) 
 .فنحصل على تكامل كسري معروف 𝐼، نعوض في 𝑡والجذر بدلالة  𝑑𝑥و 𝑥نربع الطرفين ثم نحسب 

𝑎إذا كان  ملاحظة: < 𝑐و  0 < أولر الثالث  تعويضأولر الأول والثاني بل نستخدم  تعويضفلا يمكن استخدام   0
=∆ضمن الشرط  𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0 

𝑎إذا كان  ملاحظة: < =∆و  0 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < تكون هذه الحالة مستثناة لأن المقدار تحت الجذر يجب أن يكون ف  0
 موجبا  

 .فنحصل على أجوبه متكافئة تعويضفي بعض التمارين قد يكون استخدام أكثر من  ملاحظة:
 التالي أنجز التكامل مثال:

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑥 + 1
 

𝑎أولر الأول:  تعويضباستخدام  :الحلّ: الطريقه الأولى = 1 > 0 
𝑥2√نجري التحويل  + 𝑥 + 1 = 𝑡 + 𝑥√𝑎 = 𝑡 + 𝑥 

𝑥2نربع الطرفين نجد   + 𝑥 + 1 = (𝑡 + 𝑥)2 عندئذ 

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝑡2 + 𝑥2 + 2𝑡𝑥 ⟹ 𝑥 =
1 − 𝑡2

2𝑡 − 1
 

𝑑𝑥عندئذ   =
−2𝑡2+2𝑡−2

(2𝑡−1)2 𝑑𝑡 :نعوض نجد 

𝐼 = ∫
−2

2𝑡 − 1
𝑑𝑡 = −𝑙𝑛|2𝑡 − 1| + 𝑐 = −𝑙𝑛 |2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1| + 𝑐 

𝑐أولر الثاني:  تعويضباستخدام  طريقه ثانيه للحلّ: = 1 >  نضع ،0
√𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝑡𝑥 + √𝑐 = 𝑡𝑥 + 1 

𝑥2 نربع الطرفين نجد: + 𝑥 + 1 = 𝑡2𝑥2 + 2𝑡𝑥 + 𝑥بالتالي  1 + 1 = 𝑡2𝑥 + 2𝑡 عندئذ 
𝑥 =

1 − 2𝑡

𝑡2 − 1
 

𝑰دراسة التكامل من النمط  = ∫ 𝒇(𝒙, √𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)𝒅𝒙 حيث 𝒇  تابع كسري 
 𝒂 ≠ 𝒂𝒙𝟐 ومميز ثلاثي الحدود 𝟎 + 𝒃𝒙 + 𝒄 غير صفري  
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 بالتالي 

𝑑𝑥 =
2𝑡2 − 2𝑡 + 2

(𝑡2 − 1)2
𝑑𝑡 

 نعوض نجد 

𝐼 = ∫
−2

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 = 2 ∫

𝑑𝑡

1 − 𝑡2
= 2 ×

1

2
𝑙𝑛 |

1 + 𝑡

1 − 𝑡
| + 𝑐1 = 𝑙𝑛 ||

1 +
(√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 1)

𝑥

1 −
(√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 1)

𝑥

|| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
𝑥 + √𝑥2 + 𝑥 + 1 − 1

𝑥 − √𝑥2 + 𝑥 + 1 + 1
| + 𝑐1 = 𝑙𝑛 |

𝑥 − 1 + √𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥 + 1 − √𝑥2 + 𝑥 + 1
| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
(𝑥 − 1 + √𝑥2 + 𝑥 + 1)(𝑥 + 1 + √𝑥2 + 𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2 − (𝑥2 + 𝑥 + 1)
| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
𝑥2 − 1 + 2𝑥√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥
| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
2𝑥2 + 𝑥 + 2𝑥√𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥
| + 𝑐1 = 𝑙𝑛 |2𝑥 + 1 + 2√𝑥2 + 𝑥 + 1| + 𝑐1

= −𝑙𝑛 |
1

2𝑥 + 1 + 2√𝑥2 + 𝑥 + 1
| + 𝑐1 = −𝑙𝑛 |

2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1

3
| + 𝑐1

= −𝑙𝑛 |2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1| + 𝑙𝑛3 + 𝑐1 == −𝑙𝑛 |2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1| + 𝑐 
 بالاتمام إلى مربع كامل: الطريقه الثالثة: 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑥 + 1
= ∫

𝑑𝑥

√(𝑥 +
1
2)

2

+
3
4

 

𝑥نضع  +
1

2
= 𝑢   بالتالي𝑑𝑥 = 𝑑𝑢   نجد 

𝐼 = ∫
𝑑𝑢

√𝑢2 +
3
4

= 𝑙𝑛 |𝑢 + √𝑢2 +
3

4
| + 𝑐1 = 𝑙𝑛 |𝑥 +

1

2
+ √𝑥2 + 𝑥 + 1| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
2𝑥 + 1 + 2√𝑥2 + 𝑥 + 1

2
| + 𝑐1 = 𝑙𝑛 |2𝑥 + 1 + 2√𝑥2 + 𝑥 + 1| + 𝑐2

= 𝑙𝑛 |
(2√𝑥2 + 𝑥 + 1)

2
− (2𝑥 + 1)2

2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − (2𝑥 + 1)
| + 𝑐2

= 𝑙𝑛 |
3

2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1
| + 𝑐2

= 𝑙𝑛3 − 𝑙𝑛 |2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1| + 𝑐2

= −𝑙𝑛 |2√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 2𝑥 − 1| + 𝑐 
 : أنجز التكاملمثال

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√−𝑥2 + 3𝑥 − 2
 

𝑥2− ثلاثي الحدود: أولر الثالث تعويضباستخدام الحلّ:  + 3𝑥 − 𝛼يملك جذران حقيقيان مختلفان  2 = 1, 𝛽 = 2 
𝑥2−√ نفرض + 3𝑥 − 2 = 𝑡(𝑥 − 𝛼) = 𝑡(𝑥 − 1) 

𝑥)−نربع الطرفين نجد  − 2)(𝑥 − 1) = 𝑡2(𝑥 − 2)عندئذ 2(1 − 𝑥) = 𝑡2(𝑥 − 1) 
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 بالتالي

𝑥 =
2 + 𝑡2

1 + 𝑡2
 

𝑑𝑥عندئذ   =
−2𝑡

(1+𝑡2)2 𝑑𝑡 :نعوض نجد 
√−𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 𝑡(𝑥 − 1) =

𝑡

1 + 𝑡2
 

 بالتالي 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√−𝑥2 + 3𝑥 − 2
= −2 ∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= −2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) + 𝑐 = −2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (√

2 − 𝑥

𝑥 − 1
) + 𝑐 

----------------------- 
 دراسة بعض الحالات الخاصة:

1.  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑎2 − 𝑏2𝑥2
=

1

𝑏
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

𝑏𝑥

𝑎
) + 𝑐  𝑜𝑟 −

1

𝑏
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

𝑏𝑥

𝑎
) + 𝑐   

 الحالة سابقا  تم مناقشة هذه 
2.  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑎2
= 𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2) + 𝑐 

 تم مناقشة هذه الحالة سابقا  
3.  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= 𝑙𝑛 |𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2| + 𝑐 

 تم مناقشة هذه الحالة سابقا  
𝐼لدراسة التكامل حيث  .4 = ∫

𝑑𝑥

√𝑎𝑥2+b𝑥+c
 يمكننا أن نفرض 

𝑡 =
1

2
(𝑎𝑥2 + b𝑥 + c)′ =

1

2
× (2𝑎𝑥 + 𝑏) 

 أنجز التكامل مثال:

 𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑥 + 1
 

𝑡نضع  الحل: =
1

2
× (2𝑎𝑥 + 𝑏) =

1

2
× (2𝑥 + 1) 

𝑥بالتالي  = 𝑡 −
1

2
𝑑𝑥عندئذ   = 𝑑𝑡  بالتالي 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑥 + 1
= ∫

𝑑𝑡

√𝑡2 +
3
4

= 𝑙𝑛 (𝑡 + √𝑡2 +
3

4
) + 𝑐

= 𝑙𝑛 (𝑥 +
1

2
+ √𝑥2 + 𝑥 + 1) + 𝑐 

 أنجز التكامل التالي مثال:
𝐼 = ∫

𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑥 − 2
 

 الحل: نضع 
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𝑡 =
1

2
× (2𝑥 − 1) = 𝑥 −

1

2
 

𝑥بالتالي  = 𝑡 +
1

2
𝑑𝑥عندئذ   = 𝑑𝑡  بالتالي 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑥 − 2
= ∫

𝑑𝑡

√𝑡2 −
9
4

= 𝑙𝑛 |𝑡 + √𝑡2 −
9

4
| + 𝑐 = 𝑙𝑛 |𝑥 −

1

2
+ √𝑥2 − 𝑥 − 2| + 𝑐 

𝑎 :ولالأ أولر عويضباستخدام ت :طريقه ثانيه = 1 >  نفرض عندئذٍ  ،0
√𝑥2 − 𝑥 − 2 = 𝑡 + 𝑥 

𝑥بالتالي  =
−2−𝑡2

2𝑡+1
𝑑𝑥بالتالي   =

−2𝑡2−2𝑡+4

(2𝑡+1)2 𝑑𝑡  بالتالي 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑥 − 2
= − ∫

2

2𝑡 + 1
𝑑𝑡 = −𝑙𝑛|2𝑡 + 1| + 𝑐1

= −𝑙𝑛 |2 (√𝑥2 − 𝑥 − 2 − 𝑥) + 1| + 𝑐1

= −𝑙𝑛 |−2𝑥 + 1 + 2√𝑥2 − 𝑥 − 2| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
1

−2𝑥 + 1 + 2√𝑥2 − 𝑥 − 2
| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
2√𝑥2 − 𝑥 − 2 − (−2𝑥 + 1)

(2√𝑥2 − 𝑥 − 2)
2

− (−2𝑥 + 1)2
| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
2𝑥 − 1 + 2√𝑥2 − 𝑥 − 2

−9
| + 𝑐1 = 𝑙𝑛 |

2𝑥 − 1 + 2√𝑥2 − 𝑥 − 2

9
| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |
2

9
(𝑥 −

1

2
+ √𝑥2 − 𝑥 − 2)| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 (
2

9
) + 𝑙𝑛 |(𝑥 −

1

2
+ √𝑥2 − 𝑥 − 2)| + 𝑐1

= 𝑙𝑛 |𝑥 −
1

2
+ √𝑥2 − 𝑥 − 2| + 𝑐 

𝐼دراسة التكامل من النمط  .5 = ∫
𝐴𝑥+𝐵

√𝑎𝑥2+b𝑥+c
𝑑𝑥، يمكننا أن نفرض 

𝑡 =
1

2
(𝑎𝑥2 + b𝑥 + c)′ =

1

2
× (2𝑎𝑥 + 𝑏) 

 التالي أنجز التكامل مثال:
𝐼 = ∫

𝑥 + 3

√4𝑥2 + 4𝑥 + 3
 

𝑡: نضع الحل =
1

2
× (8𝑥 + 4) = 4𝑥 + 2 

𝑥بالتالي  =
𝑡−2

4
𝑑𝑡عندئذ   = 4𝑑𝑥  بالتالي 

𝐼 = ∫
𝑥 + 3

√4𝑥2 + 4𝑥 + 3
=

1

8
∫

𝑡 + 10

√𝑡2 + 8
=

1

8
∫

𝑡

√𝑡2 + 8
𝑑𝑡 +

10

8
∫

𝑑𝑡

√𝑡2 + 8

=
1

8
√𝑡2 + 8 +

5

4
𝑙𝑛 (𝑡 + √𝑡2 + 8) + 𝑐1

=
1

8
√4𝑥2 + 4𝑥 + 3 +

5

4
𝑙𝑛 (2𝑥 + 1 + √4𝑥2 + 4𝑥 + 3) + 𝑐 

-------------------------------------------- 
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