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  يتضمن مايلي: للمحاضرة المحتوى العلمي

  النوعدراسة التكامل من 𝐼 = ∫ 𝑅 (𝑥, 𝑥
𝑝1
𝑞1 , 𝑥

𝑝2
𝑞2 , . . , 𝑥

𝑝𝑛
𝑞𝑛 ) 𝑑𝑥 

 لنوعدراسة التكامل من ا 𝐼 = ∫ 𝑅 (𝑥, (𝑎𝑥 + 𝑏)
𝑝1
𝑞1 , (𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑝2
𝑞2 , . . , (𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑝𝑛
𝑞𝑛) 𝑑𝑥 

 نوعدراسة التكامل من ال 𝐼 = ∫ 𝑅 (𝑥, (
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
)

𝑝1
𝑞1 , (

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
)

𝑝2
𝑞2 , . . , (

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
)

𝑝𝑛
𝑞𝑛) 𝑑𝑥  حيث𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 

 وعدراسة التكامل من الن 𝐼 = ∫ 𝑥𝑚(𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)𝑘 𝑑𝑥  ( ثنائي الحد التفاضلي) 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

السادسة المحاضرة 

 )نظري(

 ع
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 إلى تكامل لدالة كسرية فكرة حلّ هذا التكامل هو استخدام تحويل يؤدي 
𝑝1 التالية: ن المقام المشترك للكسورألنفرض 

𝑞1
,

𝑝2

𝑞2
, … … ,

𝑝𝑛

𝑞𝑛
  𝛼هو  

𝑥نفرض أن  ،𝐼التكامل لّ عندئذٍ لح = 𝑡𝛼  فيكون𝑑𝑥 = 𝛼𝑡𝛼−1𝑑𝑡نبدل في التكامل ،  𝐼  قيمة كل من𝑥  و𝑑𝑥  بدلالة
𝑡 ةكسري دالةل إلى تكامل ننتقلف. 

 التكامل  نجزأ :1مثال
𝐼 = ∫

𝑑𝑥

√𝑥 + √𝑥
3  

 بالشكل: 𝐼 نكتب التكامل الحلّ:

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
1
2 + 𝑥

1
3

 

𝑥بالتالي نفرض أن   = 𝑡6  فيكون𝑑𝑥 = 6𝑡5𝑑𝑡 نبدل في التكامل ،𝐼 :نجد 

𝐼 = ∫
6𝑡5𝑑𝑡

𝑡3 + 𝑡2
= 6 ∫

𝑡3𝑑𝑡

𝑡 + 1
𝑑𝑡 = 6 ∫ (𝑡2 − 𝑡 + 1 −

1

𝑡 + 1
) 𝑑𝑡

= 2𝑡3 − 3𝑡2 + 6𝑡 − 6 𝑙𝑛|𝑡 + 1| + 𝑐

= 2(√𝑥
6

)
3

− 3(√𝑥
6

)
2

+ 6(√𝑥
6

) − 6 𝑙𝑛|√𝑥
6

+ 1| + 𝑐 
 التكامل  نجزأ :2مثال

𝐼 = ∫
1 + 3𝑥√𝑥

√𝑥
4  𝑑𝑥 

 بالشكل: 𝐼 نكتب التكامل الحلّ:

𝐼 = ∫
1 + 3𝑥𝑥

1
2 

𝑥
1
4

𝑑𝑥 

𝑥بالتالي نفرض أن   = 𝑡4  فيكون𝑑𝑥 = 4𝑡3𝑑𝑡 نبدل في التكامل ، 𝐼 :نجد 

𝐼 = ∫
4𝑡3 + 12𝑡9

𝑡
𝑑𝑡 = ∫(4𝑡2 + 12𝑡8)𝑑𝑡 =

4

3
𝑡3 +

12

9
𝑡9 + 𝑐 =

4

3
(√𝑥

4
)

3
+

4

3
(√𝑥

4
)

9
+ 𝑐 

 
 
 

𝑎𝑥نفرض أن  ،𝐼التكامل  لحلّ  + 𝑏 = 𝑡𝛼  حيث𝛼 التالية المقام المشترك للكسور 𝑝1

𝑞1
,

𝑝2

𝑞2
, … … ,

𝑝𝑛

𝑞𝑛
  

𝑎𝑑𝑥فيكون  = 𝛼𝑡𝛼−1𝑑𝑡،  نبدل في التكامل𝐼  قيمة كل من𝑥  و𝑑𝑥  بدلالة𝑡 فيتحول 𝐼 ةكسري دالةل إلى تكامل. 
  نجز التكاملأ :3مثال

𝐼 = ∫
√2𝑥 − 3𝑑𝑥

3√2𝑥 − 3
3

+ 3
 

2𝑥نفرض أن  الحلّ: − 3 = 𝑡6  2فيكون𝑑𝑥 = 6𝑡5𝑑𝑡نبدل في التكامل ، 𝐼 :نجد 
 𝐼 = ∫

𝑡3×3𝑡5𝑑𝑡

3𝑡2+3
= ∫

𝑡8𝑑𝑡

1+𝑡2 = ∫ (𝑡6 − 𝑡4 + 𝑡2 − 1 +
1

1+𝑡2) 𝑑𝑡 =
𝑡7

7
−

𝑡5

5
+

𝑡3

3
− 𝑡 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 + 𝑐 

  =
(√2𝑥 − 3

6
)

7

7
−

(√2𝑥 − 3
6

)
5

5
+

(√2𝑥 − 3
6

)
3

3
− √2𝑥 − 3

6
+ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (√2𝑥 − 3

6
) + 𝑐 

𝑰 وعالندراسة التكامل من  = ∫ 𝑹 (𝒙, 𝒙
𝒑𝟏
𝒒𝟏 , 𝒙

𝒑𝟐
𝒒𝟐 , . . , 𝒙

𝒑𝒏
𝒒𝒏) 𝒅𝒙 

𝑰 وعندراسة التكامل من ال = ∫ 𝑹 (𝒙, (𝒂𝒙 + 𝒃)
𝒑𝟏
𝒒𝟏 , (𝒂𝒙 + 𝒃)

𝒑𝟐
𝒒𝟐 , . . , (𝒂𝒙 + 𝒃)

𝒑𝒏
𝒒𝒏) 𝒅𝒙 
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)نفرض أن  ،𝐼التكامل  لإنجاز
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
) = 𝑡𝛼  حيث𝛼 التالية المقام المشترك للكسور 𝑝1

𝑞1
,

𝑝2

𝑞2
, … … ,

𝑝𝑛

𝑞𝑛
بدل في ن  ،  

 .ةكسريلدالة إلى تكامل  𝐼 فيتحول 𝑡بدلالة  𝑑𝑥و  𝑥التكامل المعطى قيمة كل من 
 التكامل  نجزأ :4مثال

𝐼 = ∫ √
𝑥 − 1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 

𝑥−1 نفرض أنّ 

𝑥+1
= 𝑡2  فيكون 𝑥 =

1+𝑡2

1−𝑡2  بالتالي𝑑𝑥 =
4𝑡

(1−𝑡2)2 𝑑𝑡  بالتالي 

𝐼 = ∫
4𝑡2

(1 − 𝑡2)2
𝑑𝑡 = ∫

4𝑡2

(1 − 𝑡)2(1 + 𝑡)2
𝑑𝑡 

4𝑡2

(1 − 𝑡)2(1 + 𝑡)2
=

A

(1 − 𝑡)2
+

B

(1 − 𝑡)
+

C

(1 + 𝑡)2
+

D

(1 + 𝑡)
 

Aبسهولة نجد أنّ   = 1, 𝐵 = −1, 𝐶 = 1, 𝐷 =  عندئذٍ  ،1−
𝐼 = ∫ (

1

(1 − 𝑡)2
−

1

(1 − 𝑡)
+

1

(1 + 𝑡)2
−

1

(1 + 𝑡)
) 𝑑𝑡

=
1

1 − 𝑡
+ 𝑙𝑛|1 − 𝑡| −

1

1 + 𝑡
− 𝑙𝑛|1 + 𝑡| + 𝑐

=
1

1 − √𝑥 − 1
𝑥 + 1

+ 𝑙𝑛 |1 − √
𝑥 − 1

𝑥 + 1
| −

1

1 + √𝑥 − 1
𝑥 + 1

− 𝑙𝑛 |1 + √
𝑥 − 1

𝑥 + 1
| + 𝑐 

 
 
 

𝐼لدراسة التكامل من النمط  = ∫ 𝑥𝑚(𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)𝑘 𝑑𝑥  حيث𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  و𝑚, 𝑛, 𝑘 ∈ ℚ  
 نناقش الحالات التالية:

𝑎)ننشر ، 𝐼عندئذٍ لإيجاد التكامل  ،موجب تماماّ  عدد صحيح 𝑘إذا كان  .1 + 𝑏𝑥𝑛)𝑘  الكرخي دستورحسب- 
 نيوتن

(𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)𝑘 = (
𝑘

0
) 𝑎𝑘 + (

𝑘

1
) 𝑎𝑘−1(𝑏𝑥𝑛)1 + ⋯ + (

𝑘

𝑘 − 1
) 𝑎1(𝑏𝑥𝑛)𝑘−1 + (

𝑘

𝑘
) (𝑏𝑥𝑛)𝑘 

𝑥عندئذٍ نجري التحويل ، سالب تماماّ  عدد صحيح 𝑘إذا كان  .2 = 𝑡𝛽  حيث𝛽  المقام المشترك للكسرين𝑛, 𝑚. 
𝑚+1و تحقق  عدد عادي 𝑘 أيبعدد صحيح  ليس 𝑘إذا كان  .3

𝑛
 نجري التحويل عندئذٍ  ،عدد صحيح 

𝑎 + 𝑏𝑥𝑛 = 𝑡𝛼 
 .𝑘مقام الكسر  𝛼حيث          

𝑚+1عدد عادي و 𝑘أيليس بعدد صحيح   𝑘إذا كان  .4

𝑛
)تحقق ليس بعدد صحيح و   

𝑚+1

𝑛
+ 𝑘) عدد صحيح، 

 نجري التحويل عندئذٍ 
𝑎 + 𝑏𝑥𝑛 = 𝑡𝛼𝑥𝑛 

 .𝑘مقام الكسر 𝛼حيث        

𝑰 وعندراسة التكامل من ال = ∫ 𝑹 (𝒙, (
𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝒑𝟏
𝒒𝟏 , (

𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝒑𝟐
𝒒𝟐 , . . , (

𝒂𝒙+𝒃

𝒄𝒙+𝒅
)

𝒑𝒏
𝒒𝒏) 𝒅𝒙  حيث𝒂𝒅 − 𝒃𝒄 ≠ 𝟎 

𝒂𝒅حيث   − 𝒃𝒄 ≠ 𝟎 

 

𝑰 وعدراسة التكامل من الن = ∫ 𝒙𝒎(𝒂 + 𝒃𝒙𝒏)𝒌 𝒅𝒙  ( ثنائي الحد التفاضلي) 

 

𝑎𝑑حيث   − 𝑏𝑐 ≠ 0 
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 أنجز التكامل :5مثال
𝐼 = ∫ √𝑥

3
(2 + √𝑥)

4
𝑑𝑥   

 الحلّ:

𝐼 = ∫ 𝑥
1
3 (2 + 𝑥

1
2)

4

𝑑𝑥  (ثنائي الحد التفاضلي)  
𝑚لدينا        =

1

3
𝑛  و   =

1

2
𝑘و    =  موجب تماما   عدد صحيح  4

 نجد:نيوتن  -نطبق دستور الكرخي       
(2 + √𝑥)

4
= (

4

0
) 24 + (

4

1
) 23(√𝑥)

1
+ (

4

2
) 22(√𝑥)

2
+ (

4

3
) 21(√𝑥)

3
+ (

4

4
) (√𝑥)

4

= 16 + 32√𝑥 + 24𝑥 + 8𝑥
3
2 + 𝑥2 

𝐼 = ∫ 𝑥
1
3 (16 + 32√𝑥 + 24𝑥 + 8𝑥

3
2 + 𝑥2) 𝑑𝑥

= 12𝑥
4
3 +

192

11
𝑥

11
6 +

72

7
𝑥

7
3 +

48

17
𝑥

17
6 +

3

10
𝑥

10
3 + 𝑐 

 أنجز التكامل :6مثال
𝐼 = ∫ √𝑥(1 + 2𝑥3)−2 𝑑𝑥   

 الحلّ:
𝐼 = ∫ 𝑥

1
2(1 + 2𝑥3)−2 𝑑𝑥 (ثنائي الحد التفاضلي)  

𝑚لدينا        =
1

2
𝑛  و   = 𝑘و   3 = −2 <  سالب تماما   عدد صحيح  0

 نفرض 
  𝑥 = 𝑡𝛽  حيث𝛽 = 1المقام المشترك للكسريين  2

2
3و   

1
𝑥بالتالي   = 𝑡2  عندئذ𝑑𝑥 = 2𝑡𝑑𝑡 

𝐼 = ∫ 𝑡(1 + 2𝑡6)−2 2𝑡𝑑𝑡 = ∫
2𝑡2

(1 + 2𝑡6)2
𝑑𝑡 = ∫

2𝑡2

((√2𝑡3)
2

+ 1)
2 𝑑𝑡 

2𝑡3√نفرض  = 𝑚  بالتالي𝑑𝑚 = 3√2𝑡2𝑑𝑡  بالتالي 

𝐼 =
√2

3
∫

𝑑𝑚

(𝑚2 + 1)2
 

 نطبق الدستور التدريجي نجد:

𝐼 =
√2

3
∫

𝑑𝑚

(𝑚2 + 1)2
=

√2

3
×

1

2 × 1 × 1
[

𝑚

(𝑚2 + 1)1
+ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) + 𝑐1]

=
𝑚

3√2(𝑚2 + 1)
+

1

3√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑚) + 𝑐

=
√2𝑡3

3√2 ((√2𝑡3)
2

+ 1)
+

1

3√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√2𝑡3) + 𝑐

=
√2𝑡3

3√2(2𝑡6 + 1)
+

1

3√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√2𝑡3) + 𝑐

=
(√𝑥)

3

3 (2(√𝑥)
6

+ 1)
+

1

3√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (√2(√𝑥)

3
) + 𝑐 
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 أنجز التكامل التالي :7مثال

𝐼 = ∫ 𝑥 (1 + 𝑥
2
3)

−
1
2

𝑑𝑥    
𝑚لدينا : الحلّ  = 𝑛  و  1 =

2

3
𝑘و   = −

1

2
 ولكنه عدد عادي  بعدد صحيح ليس  

𝑚+1لدينا       

𝑛
=  عدد صحيح، لذلك نجري التحويل  3

1 + 𝑥
2
3 = 𝑡2 

 عندئذ     
𝑥 = (𝑡2 − 1)

3
2 

𝑑𝑥 = 3𝑡(𝑡2 − 1)
1
2𝑑𝑡 

 نعوض في التكامل المعطى نجد:

𝐼 = 3 ∫(𝑡2 − 1)
2

𝑑𝑡 = 3 ∫(𝑡4 − 2𝑡2 + 1) 𝑑𝑡 =
3𝑡5

5
− 2𝑡3 + 3𝑡 + 𝑐 

=
3

5
(√1 + 𝑥

2
3)

5

− 2 (√1 + 𝑥
2
3)

3

+ 3 (√1 + 𝑥
2
3) + 𝑐   

 التكامل التاليأنجز  :8مثال
𝐼 = ∫ 𝑥5(1 + 𝑥2)−

1
2 𝑑𝑥    

𝑚لدينا  الحلّ: = 𝑛  و  5 = 𝑘و   2 = −
1

2
 ليس بعدد صحيح  

𝑚+1لدينا       

𝑛
=  عدد صحيح، لذلك نجري التحويل  3

1 + 𝑥2 = 𝑡2 
 عندئذ

𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑡 
 نعوض في التكامل المعطى نجد:

𝐼 = ∫(𝑡2 − 1)2 𝑡−1𝑡𝑑𝑡 = ∫(𝑡2 − 1)2 𝑑𝑡 = ∫(𝑡4 − 2𝑡2 + 1) 𝑑𝑡 =
𝑡5

5
−

2

3
𝑡3 + 𝑡 + 𝑐 

=
(√1 + 𝑥2)

5

5
−

2

3
(√1 + 𝑥2)

3

+ (√1 + 𝑥2) + 𝑐   
 أنجز التكامل :9مثال

𝐼 = ∫ 𝑥−11(1 + 𝑥4)−
1
2𝑑𝑥 

𝑚لدينا  الحلّ: = 𝑛  و  11− = 𝑘و   4 = −
1

2
 ولكنه عدد عادي  ليس بعدد صحيح  

𝑚+1 لدينا      

𝑛
= −

5

2
 عدد غير صحيح. 

𝑚+1لدينا       

𝑛
+ 𝑘 =  عدد صحيح، لذلك نجري التحويل  3−

1 + 𝑥4 = 𝑥4𝑡2 
𝑥عندئذ      =

1

(𝑡2−1)
1
4

 بالتالي   

𝑑𝑥 = −
𝑡

2(𝑡2 − 1)
5
4

𝑑𝑡 

 نعوض في التكامل المعطى نجد:
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𝐼 = −
1

2
∫(𝑡2 − 1)

2
𝑑𝑡 = −

𝑡5

10
+

𝑡3

3
−

𝑡

2
+ 𝑐 

= −
1

10
(√

1 + 𝑥4

𝑥4
)

5

+
1

3
(√

1 + 𝑥4

𝑥4
)

3

−
1

2
√

1 + 𝑥4

𝑥4
+ 𝑐  

 أنجز التكامل :10مثال
𝐼 = ∫ 𝑥−2(1 + 𝑥2)−

3
2𝑑𝑥 

𝑚لدينا  الحلّ: = 𝑛  و  2− = 𝑘و   2 = −
3

2
 عدد عاديولكنه  ليس بعدد صحيح  

𝑚+1 لدينا      

𝑛
= −

1

2
 عدد غير صحيح. 

𝑚+1لدينا       

𝑛
+ 𝑘 =  عدد صحيح، لذلك نجري التحويل  2−

1 + 𝑥2 = 𝑥2𝑡2 
𝑥عندئذ      = (𝑡2 − 1)−

1

 بالتالي   2
𝑑𝑥 = −

𝑡

(𝑡2 − 1)
3
2

𝑑𝑡 

 نعوض في التكامل المعطى نجد:

𝐼 = − ∫ (
𝑡2 − 1

𝑡2
) 𝑑𝑡 =  ∫ (−1 +

1

𝑡2
) 𝑑𝑡 = −𝑡 −

1

𝑡
+ 𝑐 = −√𝑥−2 + 1 −

1

√𝑥−2 + 1
+ 𝑐

= −√
1

𝑥2
+ 1 −

1

√ 1
𝑥2 + 1

+ 𝑐 

---------------------------- 


