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  يتضمن مايلي: للمحاضرة المحتوى العلمي

 التوابع المثلثية الشهيرة. 
 توابع العكسية للتوابع المثلثية الشهيرةال. 
 الشهيرة القطعية لتوابعا. 

 الشهيرة قطعيةتوابع العكسية للتوابع الال. 
 تذكره ببعض مشتقات التوابع. 
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 المثلثية الشهيرة لتوابعا .1

تابع فردي  ⟵ sin𝑥:ℝ → [−1,1] 

تابع زوجي ⟵ 𝑐𝑜𝑠𝑥:ℝ → [−1,1] 

تابع فردي ⟵ 𝑡𝑎𝑛𝑥 =
sin𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
:ℝ\ {

𝜋

2
+ 𝜋𝑘; 𝑘 ∈ ℤ } → ℝ 

تابع فردي ⟵ 𝑐𝑜𝑡𝑥 =
𝑐𝑜𝑠𝑥

sin𝑥
:ℝ\{𝜋𝑘; 𝑘 ∈ ℤ } → ℝ 

 ببعض العلاقات الشهيرة: نذكر

sin2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 

sin(−𝑥) = −sin𝑥   ,   cos(−𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2sin𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥  ,           cos2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2𝑥 − sin2𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1 = 1 − 2sin2𝑥  

sin2𝑥 =
1 − cos2x

2
,    𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1 + cos2x

2
     

1 + tan2𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

1 + cot2𝑥 =
1

sin2𝑥
 

 التوابع العكسية للتوابع المثلثية الشهيرة 2.

  التابع𝑠𝑖𝑛𝑥   وحيد التعيين على المجال[−
𝜋

2
,
𝜋

2
 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)فله دالة عكسية هي  [

تابع فردي ⟵ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥): [−1,1]  → [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] 

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
1

√2
) =

𝜋

4
      ,         𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

√3

2
) =

𝜋

3
 

  التابع𝑐𝑜𝑠𝑥   0]وحيد التعيين على المجال, 𝜋]  فله دالة عكسية هي𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥) 
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑥): [−1,1]  → [0, 𝜋] 

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (−
1

√2
) =

3𝜋

4
,                    𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

1

√2
) =

𝜋

4
,                 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

√3

2
) =

𝜋

6
 

  التابع𝑡𝑎𝑛𝑥   وحيد التعيين على المجال]−
𝜋

2
,
𝜋

2
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)فله دالة عكسية هي  ]

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥):ℝ → ]−
𝜋

2
,
𝜋

2
[ 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(1) =
𝜋

4
,                                 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(√3) =

𝜋

3
 

  التابع𝑐𝑜𝑡𝑥  0[وحيد التعيين على المجال, 𝜋[  فله دالة عكسية هي𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡(𝑥) 
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𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡(𝑥): ℝ → ]0, 𝜋[ 

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡 (
1

√3
) =

𝜋

3
,                                 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡(√3) =

𝜋

6
 

 الشهيرة القطعية لتوابعا .3

تابع فردي ⟵ sℎ𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
:ℝ → ℝ 

تابع زوجي ⟵ 𝑐ℎ𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
:ℝ → [1,∞[ 

تابع فردي ⟵ 𝑡ℎ𝑥 =
sh𝑥

𝑐ℎ𝑥
=
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
: ℝ → ]−1,1[ 

تابع فردي ⟵ 𝑐𝑡ℎ𝑥 =
𝑐ℎ𝑥

sh𝑥
=
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
: ℝ\{0} → ]−∞,−1[ ∪ ]1,+∞[ 

 كر ببعض العلاقات الشهيرة:نذ  

𝑐ℎ2𝑥 − 𝑠ℎ2𝑥 = 1 

𝑐ℎ𝑥 + 𝑠ℎ𝑥 = 𝑒𝑥  , 𝑐ℎ𝑥 − 𝑠ℎ𝑥 = 𝑒−𝑥 

𝑠ℎ(−𝑥) = −𝑠ℎ𝑥        ,    ch(−x) = chx 

𝑠ℎ2𝑥 = 2𝑠ℎ𝑥𝑐ℎ𝑥,         𝑐ℎ2𝑥 = 𝑐ℎ2𝑥 + 𝑠ℎ2𝑥 = 2𝑐ℎ2𝑥 − 1 = 1 + 2𝑠ℎ2𝑥  

𝑠ℎ2𝑥 =
𝑐ℎ2𝑥 − 1

2
,    𝑐ℎ2𝑥 =

𝑐ℎ2𝑥 + 1

2
     

1 − 𝑡ℎ2𝑥 =
1

𝑐ℎ2𝑥
 

1 − 𝑐𝑡ℎ2𝑥 = −
1

𝑠ℎ2𝑥
 

 الشهيرة القطعيةالتوابع العكسية للتوابع  .4

  التابع𝑠ℎ𝑥   له دالة عكسية هي𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) 

تابع فردي ⟵ 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥):ℝ → ℝ 

𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) = ln (𝑥 + √𝑥2 + 1) 

 لتابع ا𝑐ℎ𝑥  له دالة عكسية هي𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑥) 
𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑥): [1,∞[  → [0,∞[ 

𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑥) = ln ( 𝑥 + √𝑥2 − 1) 

 لتابع ا𝑡ℎ𝑥   له دالة عكسية هي𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥) 
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𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥): ]−1,1[  → ℝ 

𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑥) =
1

2
ln (

1 + 𝑥

1 − 𝑥
) 

 لتابع ا𝑐𝑡ℎ𝑥   له دالة عكسية هي𝑎𝑟𝑔𝑐𝑡ℎ(𝑥) 
𝑎𝑟𝑔𝑐𝑡ℎ(𝑥): ]−∞,−1[ ∪ ]1,+∞[  → ℝ\{0} 

𝑎𝑟𝑔𝑐𝑡ℎ(𝑥) =
1

2
ln (

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) 

------------------------ 

 :شهيرةنذُكّر الآن ببعض قواعد الاشتقاق لتوابع 

 الأولى المجموعة

= 𝑦مشتق التابع 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑦التابع  

𝑦 = 𝑎 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 ; 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

𝑦 = 𝑛𝑥𝑛−1 𝑦 = 𝑥𝑛 

𝑦 = 𝑛(𝑔(𝑥))𝑛−1 × 𝑔 (𝑥) 𝑦 = (𝑔(𝑥))𝑛 

𝑦 = 𝑔 (𝑥) × ln (𝑎) × 𝑎𝑔(𝑥) 𝑦 = 𝑎𝑔(𝑥); 𝑎 > 0 

𝑦 =
𝑔 (𝑥)

𝑔(𝑥)
 

𝑦 = ln (𝑔(𝑥)) 

𝑦 = 𝑔 (𝑥)𝑒𝑔(𝑥) 𝑦 = 𝑒𝑔(𝑥) 
 مثال:

𝑦 = 3𝑥 + 𝑥7 + 3𝑥
2
⟹ 𝑦 = 3 + 7𝑥6 + 2𝑥𝑙𝑛(3) × 3𝑥

2
 

 مثال:

𝑦 = ln (
1 + 𝑥

𝑥
) + 𝑒2𝑥 ⟹ 𝑦 = −

1

𝑥(𝑥 + 1)
+ 2𝑒2𝑥 

 الثانية المجموعة

= 𝑦مشتق التابع 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑦التابع  

𝑦 = 𝑔 (𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑔(𝑥)) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑔(𝑥)) 
𝑦 = −𝑔 (𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑔(𝑥)) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
𝑔 (𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(𝑔(𝑥))
 

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
−𝑔 (𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝑔(𝑥))
 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑡(𝑔(𝑥))  

 مثال:

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 (
1

𝑥
) ⟹ 𝑦 =

−
1
𝑥2

𝑐𝑜𝑠2 (
1
𝑥)

= −
1

𝑥2𝑐𝑜𝑠2 (
1
𝑥)

 

 مثال:

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥2 + 𝑥) ⟹ 𝑦 = (2𝑥 + 1)𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 𝑥) 
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 الثالثة المجموعة

= 𝑦مشتق التابع 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑦التابع  

𝑦 =
𝑔 (𝑥) 

√1 − (𝑔(𝑥))2
 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
−𝑔 (𝑥) 

√1 − (𝑔(𝑥))2
 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
𝑔 (𝑥)

1 + (𝑔(𝑥))2
 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
−𝑔 (𝑥)

1 + (𝑔(𝑥))2
 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑡(𝑔(𝑥))  

 مثال:

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥2 + 2𝑥 + 1) ⟹ 𝑦 =
2𝑥 + 2

1 + (𝑥 + 1)4
 

 الرابعة المجموعة

= 𝑦مشتق التابع 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑦التابع  

𝑦 = 𝑔 (𝑥) 𝑐ℎ(𝑔(𝑥)) 𝑦 = 𝑠ℎ(𝑔(𝑥)) 
𝑦 = 𝑔 (𝑥) 𝑠ℎ(𝑔(𝑥)) 𝑦 = 𝑐ℎ(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
𝑔 (𝑥)

𝑐ℎ2(𝑔(𝑥))
 

𝑦 = 𝑡ℎ(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
−𝑔 (𝑥)

𝑠ℎ2(𝑔(𝑥))
 

𝑦 = 𝑐𝑡ℎ(𝑔(𝑥))  

 مثال:

𝑦 = 𝑐𝑡ℎ(𝑒𝑥 + 5𝑥)  ⟹ 𝑦 =
−(𝑒𝑥 + 5)

𝑠ℎ2(𝑒𝑥 + 5𝑥)
 

 الخامسة المجموعة

= 𝑦مشتق التابع 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 𝑦التابع  

𝑦 =
𝑔 (𝑥) 

√(𝑔(𝑥))2 + 1
 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
𝑔 (𝑥) 

√(𝑔(𝑥))2 − 1
 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
𝑔 (𝑥)

1−(𝑔(𝑥))2
; 𝑔(𝑥) ∈ ]−1,1[  𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑡ℎ(𝑔(𝑥)) 

𝑦 =
𝑔 (𝑥)

1 − (𝑔(𝑥))2
;  𝑔(𝑥) ∈ ]−∞,−1[ ∪ ]1, +∞[ 𝑦 = 𝑎𝑟𝑔𝑐𝑡ℎ(𝑔(𝑥))  

 مثال:

𝑦 = 𝑒𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥) ⟹ 𝑦 =
𝑒𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ(𝑥)

√𝑥2 + 1
 


