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𝐼لدراسة التكامل  = ∫ 𝑓(𝑒𝑥)𝑑𝑥 ، نفرض𝑡 = 𝑒𝑥  بالتالي𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑥 عندئذ𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡
 

 أنجز التكامل :1مثال

𝐼 = ∫
𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 

𝑡نفرض  الحلّ: = 𝑒𝑥  بالتالي𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑥  عندئذ𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡
 عندئذ  

𝐼 = ∫
𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) + 𝑐 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑒𝑥) + 𝑐 

 أنجز التكامل :2مثال

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑒𝑥)2
 

𝑡نفرض  الحلّ: = 𝑒𝑥  بالتالي𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑥  عندئذ𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡
 عندئذ  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

(1 + 𝑒𝑥)2
= ∫

𝑑𝑡

𝑡(1 + 𝑡)2
 

1

𝑡(1 + 𝑡)2
=

𝐴

𝑡
+

B

(1 + 𝑡)2
+

C

(1 + 𝑡)
… . (∗) 

  لتعيينA  : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب 𝑡   ثم نعوض في العلاقة الناتجه𝑡 = Aنجد  0 = 1 
  لتعيينB  : 1) بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب + 𝑡)2 ثم نعوض 𝑡 =  في العلاقة الناتجة 1−

𝐵نجد:  = −1 
   بـ  (∗)طرفي العلاقة نضرب𝑡  ونجعل𝑡 ⟶ 𝐴نجد  ∞ + 𝐶 = 𝐶 ومنه 0 = −1 

 وبالتالي:     

𝐼 = ∫
𝑑𝑡

𝑡(1 + 𝑡)2
= ∫ (

1

𝑡
−

1

(1 + 𝑡)2
−

1

1 + 𝑡
) 𝑑𝑡 = 𝑙𝑛|𝑡| +

1

1 + 𝑡
− 𝑙𝑛|1 + 𝑡| + 𝑐

= 𝑙𝑛|𝑒𝑥| +
1

1 + 𝑒𝑥
− 𝑙𝑛|1 + 𝑒𝑥| + 𝑐 = 𝑥 +

1

1 + 𝑒𝑥
− 𝑙𝑛(1 + 𝑒𝑥) + 𝑐 

 أنجز التكامل :3مثال

𝐼 = ∫
(1 + 𝑒

𝑥
2)

(1 + 𝑒
𝑥
4)

2 𝑑𝑥 

𝑡نفرض  الحلّ: = 𝑒𝑥  بالتالي𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑡𝑑𝑥  عندئذ𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡
 عندئذ  

𝐼 = ∫
(1 + 𝑒

𝑥
2)

(1 + 𝑒
𝑥
4)

2 𝑑𝑥 = ∫
(1 + 𝑡

1
2)

𝑡 (1 + 𝑡
1
4)

2 𝑑𝑡 

𝑡نفرض  = 𝑠4  بالتالي𝑑𝑡 = 4𝑠3𝑑𝑠 

𝐼 = ∫
(1 + 𝑒

𝑥
2)

(1 + 𝑒
𝑥
4)

2 𝑑𝑥 = ∫
(1 + 𝑡

1
2)

𝑡 (1 + 𝑡
1
4)

2 𝑑𝑡 = ∫
(1 + 𝑠2)

𝑠4(1 + 𝑠)2
4𝑠3 𝑑𝑠 = ∫

4𝑠2 + 4

𝑠(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 

 الأسيةكامل الدوال ت
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4𝑠2 + 4

𝑠(1 + 𝑠)2
=

𝐴

𝑠
+

B

(1 + 𝑠)2
+

C

(𝑠 + 1)
… . (∗) 

 
  لتعيينA  : بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب 𝑠   ثم نعوض في العلاقة الناتجه𝑠 = Aنجد  0 = 4 
  لتعيينB  : 1) بـ (∗)طرفي العلاقة نضرب + 𝑠)2 ثم نعوض 𝑠 = 𝐵نجد  في العلاقة الناتجة 1− = −8 
   بـ  (∗)نضرب طرفي العلاقة𝑠  ونجعل𝑠 ⟶ 𝐶نجد  ∞ = 0 

 وبالتالي:     

𝐼 = ∫
4𝑠2 + 4

𝑠(1 + 𝑠)2
𝑑𝑠 = ∫ (

4

𝑠
−

8

(1 + 𝑠)2
) 𝑑𝑠 = 4𝑙𝑛|𝑠| +

8

1 + 𝑠
+ 𝑐 = 4𝑙𝑛|√𝑡

4
| +

8

1 + √𝑡
4 + 𝑐

= 4𝑙𝑛 |𝑒
𝑥
4| +

8

1 + 𝑒
𝑥
4

+ 𝑐 = 𝑥 +
8

1 + 𝑒
𝑥
4

+ 𝑐 

 الخاصةدراسة بعض التكاملات 
1. 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥, √𝑎2 − 𝑥2)𝑑𝑥  حيث نفرض𝑥 = 𝑎𝑠𝑖𝑛(𝑡)  
2. 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥, √𝑥2 − 𝑎2)𝑑𝑥  حيث نفرض𝑥 = 𝑎𝑐ℎ(𝑡)  
3. 𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥, √𝑥2 + 𝑎2)𝑑𝑥  حيث نفرض𝑥 = 𝑎𝑠ℎ(𝑡) 

 أنجز التكامل :4مثال

𝐼 = ∫
√1 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 

𝑥نضع   الحلّ: = 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  بالتالي𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑑𝑡 

𝐼 = ∫
√1 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

√𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

𝑠𝑖𝑛2(𝑡)
𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑑𝑡 = ∫

𝑐𝑜𝑠2(𝑡)

𝑠𝑖𝑛2(𝑡)
𝑑𝑡 = ∫ (

1

𝑠𝑖𝑛2(𝑡)
− 1) 𝑑𝑡

= −𝑐𝑜𝑡(𝑡) − 𝑡 + 𝑐 
 نلاحظ بأنّ:        

 𝑐𝑜𝑡(𝑡) =
𝑐𝑜𝑠𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡
=

√1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑡)

𝑠𝑖𝑛𝑡
=

√1 − 𝑥2

𝑥
 

 بالتالي 

𝐼 = −
√1 − 𝑥2

𝑥
− 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑐 

 أنجز التكامل :5مثال
𝐼 = ∫ √1 − 𝑥2𝑑𝑥 

𝑥نضع   الحلّ: = 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  بالتالي𝑑𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑑𝑡 
𝐼 = ∫ √1 − 𝑥2𝑑𝑥 = ∫ √𝑐𝑜𝑠2(𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑡

2
) 𝑑𝑡

= ∫ (
1

2
+

1

2
𝑐𝑜𝑠2𝑡) 𝑑𝑡 =

1

2
𝑡 +

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑐

=
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) +

1

4
𝑠𝑖𝑛(2𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)) + 𝑐 

𝐼 التكامل                            نجزأ :6مثال = ∫
√9−𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 

𝑥نفرض  :لحلّ ا = 3 𝑠𝑖𝑛(𝑡)  فيكون𝑑𝑥 = 3 𝑐𝑜𝑠 𝑡 𝑑𝑡 
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𝐼 = ∫
√9 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

√9 − 9(𝑠𝑖𝑛 𝑡)2 (3 𝑐𝑜𝑠 𝑡)

9 (𝑠𝑖𝑛 𝑡)2
 𝑑𝑡 = ∫

9(𝑐𝑜𝑠 𝑡)2

9(𝑠𝑖𝑛 𝑡)2
𝑑𝑡

= ∫(𝑐𝑜𝑡 𝑡)2𝑑𝑡 = ∫((𝑐𝑜𝑡 𝑡)2 + 1 − 1)𝑑𝑡 = ∫ (
1

𝑠𝑖𝑛2 𝑡
− 1) 𝑑𝑡

= −𝑐𝑜𝑡 𝑡 − 𝑡 + 𝑐 = −𝑐𝑜𝑡 (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
𝑥

3
) − (𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝑥

3
) + 𝑐 

 أنجز التكامل :7مثال
𝐼 = ∫ √1 + 𝑥2𝑑𝑥 

𝑥الحلّ: نضع   = 𝑠ℎ(𝑡)  بالتالي𝑑𝑥 = 𝑐ℎ(𝑡)𝑑𝑡 
𝐼 = ∫ √1 + 𝑥2𝑑𝑥 = ∫ √𝑐ℎ2(𝑡)𝑐ℎ(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑐ℎ2(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (

𝑐ℎ2𝑡 + 1

2
) 𝑑𝑡

=
1

4
𝑠ℎ(2𝑡) +

1

2
𝑡 + 𝑐 =

1

4
𝑠ℎ(2(𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥)) +

1

2
𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ𝑥 + 𝑐 

 أنجز التكامل :8مثال
𝐼 = ∫

𝑑𝑥

𝑥2√1 + 𝑥2
 

𝑥نضع   الحلّ: = 𝑠ℎ(𝑡)  بالتالي𝑑𝑥 = 𝑐ℎ(𝑡)𝑑𝑡 

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥2√1 + 𝑥2
= ∫

𝑑𝑡

𝑠ℎ2𝑡
= −𝑐𝑡ℎ𝑡 + 𝑐 = −

𝑐ℎ𝑡

𝑠ℎ𝑡
+ 𝑐 = −

√1 + 𝑠ℎ2𝑡

𝑠ℎ𝑡
+ 𝑐 = −

√1 + 𝑥2

𝑥
+ 𝑐 
 أنجز التكامل :9مثال

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 9
 

𝑥نضع   الحلّ: = 3𝑐ℎ(𝑡)  بالتالي𝑑𝑥 = 3𝑠ℎ(𝑡)𝑑𝑡 
𝐼 = ∫

𝑑𝑥

𝑥√𝑥2 − 9
=

1

3
∫

1

𝑐ℎ𝑡
𝑑𝑡 =

1

3
∫

𝑐ℎ𝑡

𝑐ℎ2𝑡
𝑑𝑡 =

1

3
∫

𝑐ℎ𝑡

1 + 𝑠ℎ2𝑡
𝑑𝑡 

𝑠ℎ(𝑡)نضع  = 𝑢  بالتالي𝑑𝑢 = 𝑐ℎ𝑡𝑑𝑡 
𝐼 =

1

3
∫

𝑑𝑢

1 + 𝑢2
=

1

3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑢) + 𝑐 =

1

3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑠ℎ(𝑡)) + 𝑐 

 بما أنّ 

𝑠ℎ(𝑡) = √𝑐ℎ2𝑡 − 1 = √
𝑥2

9
− 1 =

√𝑥2 − 9

3
 

 بالتالي 

𝐼 =
1

3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

√𝑥2 − 9

3
) + 𝑐 

----------- 


