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  يتضمن مايلي: للمحاضرة المحتوى العلمي

 باستخدام الطريقة العامة.  تكامل الدوال المثلثية 
 باستخدام بعض الطرق الخاصة.  تكامل الدوال المثلثية 
 .العديد من الأمثله المتعلقة بهذه التكاملات 
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𝐼لدراسة التكامل  = ∫ 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 ،:هناك طريقه عامة لإيجاد هذا التكامل وهي بالشكل التالي 
𝑡 ولتغييراً في المتحنجري  .1 = 𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
.  

 .𝑡بدلالة  𝑐𝑜𝑠𝑥و  𝑠𝑖𝑛𝑥نحسب  .2
 .𝑑𝑡و 𝑡بدلالة  𝑑𝑥نحسب  .3

 توضيح: 
  

𝑠𝑖𝑛𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
=

2𝑠𝑖𝑛
𝑥
2 𝑐𝑜𝑠

𝑥
2

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
2 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑥

2

=
2

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
2 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑥

2

𝑠𝑖𝑛
𝑥
2 𝑐𝑜𝑠

𝑥
2

=
2

𝑠𝑖𝑛
𝑥
2

𝑐𝑜𝑠
𝑥
2

+
𝑐𝑜𝑠

𝑥
2

𝑠𝑖𝑛
𝑥
2

=
2

𝑡𝑎𝑛
𝑥
2 +

1

𝑡𝑎𝑛
𝑥
2

=
2𝑡𝑎𝑛

𝑥
2

1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑥
2

=
2𝑡

1 + 𝑡2
 

 بالتالي
𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑡

1 + 𝑡2
 

  

𝑡𝑎𝑛2
𝑥

2
=

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
2

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
2

=

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥
2

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
2

=
1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
⟹ 𝑡2(1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥) = (1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥) 

𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 

  
𝑡 = 𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
 

 بالتالي
𝑑𝑡 =

1

2
×

1

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
2

𝑑𝑥 

𝑑𝑡 =
1

2
(1 + 𝑡𝑎𝑛2

𝑥

2
) 𝑑𝑥 =

1

2
(1 + 𝑡2)𝑑𝑥 

 عندئذ:
𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
 

 أنجز التكامل :1مثال

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3
 

𝑡نفرض  الحلّ: = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 

 كامل الدوال المثلثيةت
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𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
, 𝑐𝑜𝑠𝑥 =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
   

 نعوض نجد:

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 3
= ∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 2𝑡 + 2
= ∫

𝑑𝑡

(𝑡 + 1)2 + 1
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡 + 1) + 𝑐

= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
+ 1) + 𝑐 

 أنجز التكامل :2مثال

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
 

𝑡نفرض  الحلّ: = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 

𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
   

 نعوض نجد:

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= ∫

1

𝑡
𝑑𝑡 = 𝑙𝑛|𝑡| + 𝑐 = 𝑙𝑛 |𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
| + 𝑐 

 أنجز التكامل :3مثال

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
 

𝑡نفرض  الحلّ: = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
 

  𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
   

 نعوض نجد:

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
= ∫

2

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 = 2 ×

1

2
𝑙𝑛 |

1 + 𝑡

1 − 𝑡
| + 𝑐 = 𝑙𝑛 |

1 + 𝑡𝑎𝑛
𝑥
2

1 − 𝑡𝑎𝑛
𝑥
2

| + 𝑐

= 𝑙𝑛 |
𝑡𝑎𝑛

𝜋
4 + 𝑡𝑎𝑛

𝑥
2

1 − 𝑡𝑎𝑛
𝜋
4 𝑡𝑎𝑛

𝑥
2

| + 𝑐 = 𝑙𝑛 |𝑡𝑎𝑛 (
𝜋

4
+

𝑥

2
)| + 𝑐 

 دستوران للحفظ :1ملاحظه

∫
𝑑𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= 𝑙𝑛 |𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
| + 𝑐 

∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
= 𝑙𝑛 |𝑡𝑎𝑛 (

𝜋

4
+

𝑥

2
)| + 𝑐 

𝑡التحويل  :2ملاحظة = 𝑡𝑎𝑛
𝑥

2
𝐼يسمح دائماً بحل التكاملات من النمط    = ∫ 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥، إلّا أنه لا 

 .ستخدم دائماً لأنه يقود غالباً إلى تكاملات لدوال صعبةي  
𝑡التحويل  بأن نلاحظ = 𝑡𝑎𝑛

𝑥

2
∫من أجل حلّ التكاملات من النمط يستخدم  

𝑑𝑥

𝑎𝑐𝑜𝑠𝑥+𝑏𝑠𝑖𝑛𝑥+𝑐
 

𝐼توجد الكثير من الحالات نستخدم من أجلها تحويلات أكثر ملائمة لحلّ التكامل  :3ملاحظة = ∫ 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥 
,𝑓(−𝑠𝑖𝑛𝑥كان إذا  .1 𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥)  لذلك نجري التحويل𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥. 
,𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥كان إذا  .2 −𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) لذلك نجري التحويل 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 
,𝑓(−𝑠𝑖𝑛𝑥كان إذا  .3 −𝑐𝑜𝑠𝑥) = 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) لذلك نجري التحويل 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛𝑥. 
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 أنجز التكامل :4مثال
𝐼 = ∫

𝑠𝑖𝑛𝑥

4 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 

 الحلّ: 
𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) =

𝑠𝑖𝑛𝑥

4 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

𝑓(−𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
𝑡بالتالي نفرض  = 𝑐𝑜𝑠𝑥  عندئذ𝑑𝑡 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

4 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = − ∫

𝑑𝑡

4 + 𝑡2
= −

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑡

2
) + 𝑐 = −

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑐𝑜𝑠𝑥

2
) + 𝑐 

 أنجز التكامل :5مثال

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛3𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 

 الحلّ: 

𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) =
𝑠𝑖𝑛3𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
 

𝑓(−𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
𝑡بالتالي نفرض  = 𝑐𝑜𝑠𝑥  عندئذ𝑑𝑡 = −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥  بالتالي𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 − 𝑡2 

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛3𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑡2 − 3

𝑡 + 1
𝑑𝑡 = ∫

𝑡2 − 1 − 2

𝑡 + 1
𝑑𝑡 = ∫

(𝑡 − 1)(𝑡 + 1) − 2

𝑡 + 1
𝑑𝑡

= ∫ (𝑡 − 1 −
2

𝑡 + 1
) 𝑑𝑡 =

𝑡2

2
− 𝑡 − 2𝑙𝑛|𝑡 + 1| + 𝑐

=
(𝑐𝑜𝑠𝑥)2

2
− 𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠𝑥 + 1| + 𝑐 

 أنجز التكامل :6مثال
𝐼 = ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥 

 الحلّ: 
𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) =

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥
 

𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥) = −𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
𝑡بالتالي نفرض  = 𝑠𝑖𝑛𝑥 عندئذ𝑑𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥  

 عندئذ 
𝐼 = ∫

𝑐𝑜𝑠𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 𝑡 + 1
= ∫

𝑑𝑡

(𝑡 +
1
2

)
2

+
3
4

=
2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

2𝑡 + 1

√3
) + 𝑐

=
2

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

2𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1

√3
) + 𝑐 

 أنجز التكامل :7مثال

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛2𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 

 الحلّ: 

𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) =
𝑠𝑖𝑛2𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
 

𝑓(−𝑠𝑖𝑛𝑥, −𝑐𝑜𝑠𝑥) = 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥, 𝑐𝑜𝑠𝑥) 
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𝑡بالتالي نفرض  = 𝑡𝑎𝑛𝑥  عندئذ𝑑𝑡 =
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
 𝑑𝑥 

𝑑𝑡 = (1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥) 𝑑𝑥 = (1 + 𝑡2) 𝑑𝑥 ⟹  𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
 

  نلاحظ:
1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 =

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
⟹ 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1

1 + 𝑡2
 

1 + 𝑐𝑜𝑡2𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
⟹ 1 +

1

𝑡2
=

1

𝑠𝑖𝑛2𝑥
⟹ 𝑠𝑖𝑛2𝑥 =

𝑡2

1 + 𝑡2
 

 نجد:نعوض 

𝐼 = ∫
𝑠𝑖𝑛2𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

𝑡2

(𝑡2 + 1)(𝑡2 + 2)
𝑑𝑡 = ∫ (

−1

𝑡2 + 1
+

2

2 + 𝑡2
) 𝑑𝑡

= −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) +
2

√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑡

√2
) + 𝑐

= −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡𝑎𝑛𝑥) + √2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑡𝑎𝑛𝑥

√2
) + 𝑐 = −𝑥 + √2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑡𝑎𝑛𝑥

√2
) + 𝑐 

 دراسة التكاملات من النمط 
∫ 𝒄𝒐𝒔(𝜶𝒙)𝒄𝒐𝒔(𝜷𝒙)𝒅𝒙 

∫ 𝒔𝒊𝒏(𝜶𝒙)𝒔𝒊𝒏(𝜷𝒙)𝒅𝒙 

∫ 𝒔𝒊𝒏(𝜶𝒙)𝒄𝒐𝒔(𝜷𝒙)𝒅𝒙 
,𝛼حيث  𝛽 .عددين حقيقين غير معدومين 

 :التالية حلّ هذا النوع من التكاملات بتجزئة الدالة المكاملة لمجموع دالتين وفق إحدى العلاقاتي  
𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑥) =

1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛽)𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝛽)𝑥] 

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑥) =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛽)𝑥 − 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝛽)𝑥] 

𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑥) =
1

2
[𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛽)𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝛽)𝑥] 

 أنجز التكامل :8مثال
∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥 

 الحلّ:
∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥 = ∫

1

2
[𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛8𝑥] 𝑑𝑥 = ∫

1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑑𝑥 + ∫

1

2
𝑠𝑖𝑛8𝑥 𝑑𝑥

= −
1

4
𝑐𝑜𝑠2𝑥 −

1

16
cos8𝑥 + c  

 أنجز التكامل  :9مثال

∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 
 الحلّ:

∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = ∫
1

2
[𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥] 𝑑𝑥 =

1

4
𝑠𝑖𝑛2𝑥 −

1

8
si𝑛4𝑥 + c  
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  دراسة التكاملات من النمط 
𝑰 = ∫ 𝒔𝒊𝒏𝒎𝒙𝒄𝒐𝒔𝒏𝒙𝒅𝒙 

ا بقي في الدالة المكاملة عمّ  وة الفردية مضروباً واحداً ونعبرأو كلاهما فردياً عندئذ نخرج من الق 𝑚أو  𝑛إذا كان  .1
𝑠𝑖𝑛2𝑥باستخدام العلاقه الشهيرة  + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =   .فنحصل على تكامل شهير 1

 الدالة المكاملة.زوجيان عندئذ نستخدم العلاقات المثلثية التالية لتبسيط  𝑚و 𝑛 كان كلّ من إذا  .2
sin2𝑥 =

1 − cos2x

2
,    𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1 + cos2x

2
     

1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥 = sin𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 

 أنجز التكامل :11مثال
𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 

 الحلّ:
𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥sin𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)sin𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = ∫(sin𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − sin𝑥𝑐𝑜𝑠4𝑥)𝑑𝑥

= − ∫(−sin𝑥)𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 + ∫(−sin𝑥)𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥 = −
1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥 +

1

5
𝑐𝑜𝑠5𝑥 + 𝑐 

 أنجز التكامل: 11مثال
𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥 

 الحلّ:
𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥cos𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥cos𝑥(1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑑𝑥

= ∫ cos𝑥𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥 − ∫ cos𝑥𝑠𝑖𝑛6𝑥𝑑𝑥 =
1

5
𝑠𝑖𝑛5𝑥 −

1

7
𝑠𝑖𝑛7𝑥 + 𝑐 

 أنجز التكامل: 12مثال
𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 

 الحلّ:

𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥 = ∫(𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥)2𝑑𝑥 = ∫ (
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝑥)

2

𝑑𝑥 = ∫
1

4
𝑠𝑖𝑛22𝑥𝑑𝑥

= ∫
1

4
(

1 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥

2
) 𝑑𝑥 = ∫ (

1

8
−

1

8
𝑐𝑜𝑠4𝑥) 𝑑𝑥 =

1

8
𝑥 −

1

32
𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐 

--------------------------------- 


