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 ناد. سمر عمر  - فيزياءالمحاضرة الرابعة لمقرر الاهتزازات والأمواج لطلاب السنة الثانية 

 تركيب حركتين متعامدتين لهما التواتر نفسه:

𝑡صفُالحركتانُالتوافقيتانُالمركبتانُللحركةُالمحصلةُباختيارُمناسبُللحظةُالبدءُوُتُ  = ُبالعلاقتين:0ُ

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑤𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐴2 cos(𝑤𝑡 + 𝜑)                                                         (1) 

: 𝜑ُ.ُُفرقُالطورُالبدئي

ُ.𝑡بحذفُالزمن𝑜𝑥𝑦ُُنحصلُعلىُمعادلةُالمسارُللحركةُالمركبةُفيُالمستويُ

ُ(ُبالشكلُالتالي:1ت كتبُالعلاقتينُ)
𝑥

𝐴1
= cos(𝑤𝑡) 

𝑦

𝐴2
= cos(𝑤𝑡) cos(𝜑) − sin(𝑤𝑡) sin(𝜑) 

⇒  𝑦

𝐴2
=

𝑥

𝐴1
cos(𝜑) − sin(𝑤𝑡) sin(𝜑)   ⇒   

𝑥

𝐴1
cos(𝜑) −

𝑦

𝐴2
= sin(𝑤𝑡) sin(𝜑)     (∗) 

ُبماُيساويهاُمنُالعلاقةُالأولى:ُsin2(wt)وبتربيعُالطرفينُوإجراءُبعضُالإصلاحاتُبعدُتبديلُ

sin2(wt) = 1 − cos2(wt) = 1 − (
𝑥

𝐴1
)

2

        (∗∗) 

ُنحصلُعلىُالعلاقةُالتالية:

(
𝑥

𝐴1
)

2

+ (
𝑦

𝐴2
)

2

− 2 (
𝑥

𝐴1
) (

𝑦

𝐴2
) cos(𝜑) − sin2(φ) = 0                             (2) 

ُ.φُالتيُتمثلُبشكلُعامُمعادلةُقطعُناقصُتتعينُخواصهُبقيمةُزاويةُفرقُالطورُ

ُشكلُالحركةُالمركبةُواتجاهُالحركةُموضحُبالشكلُالتالي،ُوذلكُمنُأجلُقيمُمختلفةُ  φلزاويةُفرقُالطورُإنَّ
 هي:
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a) φ = 0,2π (ُ2ُفيُهذهُالحالةُتأخذُالعلاقة):الصيغةُالتالية 

 

(
𝑥

𝐴1
−

𝑦

𝐴2
)

2

= 0   ⇒   𝑦 = (
𝐴2

𝐴1
) 𝑥                          (3) 

ُيمرُمنُ ُوالي ُعام ُبشكل ُللحركة ُالمحدد ُالمستطيل ُقطر ُعلى ُينطبق ُمستقيم ُهي ُالمركبة والحركة
ُالربعُالأولُوالثالثُللدائرةُالمثلثية.

تكونُالحركةُالمحصلةُفيُهذهُالحالةُحركةُمستقيمةُويتحددُوضعُالنقطةُالماديةُعلىُهذاُالمستقيمُ
ُ(،ُحيث:3الذيُيمثلُإحداثيُهذهُالجملةُعلىُالمستقيمُالمعرفُبالعلاقةُ)ُ𝑠(𝑡)بالبعدُ

𝑠(𝑡) = √𝑥2 + 𝑦2 = √𝐴1
2 + 𝐴2

2 cos(𝑤𝑡)                 (4) 

ُالحركةُالمركبةُفيُهذهُالح 𝐴نفسهُوسعتهاwُُالةُتمثلُحركةُتوافقيةُبسيطةُأيضاًُلهاُالتواترُالزاويُأيُأنَّ =

√𝐴1
2 + 𝐴2

2.ُ

ُتصادفُهذهُالحالةُفيُالاهتزازاتُالكهرطيسيةُوتعطيُمفهوماًُللضوءُالمستقطبُخطياً.
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 (1الشكل )

ُُُُُ(bُφ = πُُفيُهذهُالحالةُنحصلُعلىُحركةُمركبةُتجريُوفقاًُللمستقيم𝑦 = − (
𝐴2

𝐴1
) 𝑥  ُُالمنطبق

ُبسيطةُ ُتوافقية ُحركة ُشكل ُتأخذ ُوهي ُالمثلثية، ُللدائرة ُوالرابع ُالثاني ُالربع ُمن ُالمار ُالمستطيل ُقطر على
𝐴وسعةwُُُُُُُُُُُُُُأيضاًُذاتُتواترُزاويُ = √𝐴1

2 + 𝐴2
2ُ.ُ

ُُُُُ(cُφ =
π

2
,

3π

2
ُ(ُالصيغةُالتالية:2فيُهاتينُالحالتينُتأخذُالعلاقةُ)ُ

𝑥2

𝐴1
2 +

𝑦2

𝐴2
2 = 1                             (5) 

ُالقطعُفتتعينox,oyُعلىُالمحورينُوهيُمعادلةُقطعُناقصُتنطبقُمحاورهُ ُ،ُأمّاُجهةُالحركةُعلىُهذا
يُفoxyُالممثلةُللجملةُالماديةُفيُالمستويPُُبواسطةُالإنشاءُالهندسيُللمسار،ُحيثُنحددُوضعُالنقطةُ

ُلحظاتُزمنيةُمتتالية.
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ُال ُهذه ُتطبيق ُإنَّ ُكانت ُفإذا ُالناقص ُالقطع ُعلى ُالحركة ُاتجاه ُمعرفة ُإلى ُيقود φطريقة =
π

2
ُُ ُفتأخذ،

ُمعادلتيُالقطعُالوسيطتينُالشكلُالتالي:

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑤𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐴2 cos(𝑤𝑡 +
𝜋

2
) = −𝐴2 sin 𝑤𝑡  

𝑡ففيُاللحظةُ = 𝑥معرّفةُبالإحداثيينpُُتكنُالنقطة0ُُ = 𝐴1ُُو𝑡 = أيُتكونُواقعةُفيُالربعُالأول0ُُ
𝑡∆وفيُلحظةُتاليةُتختلفُعنُالأولىُبفاصلُزمنيُ <

𝑇

4
xُفيُالربعُالرابعُلأنُإحداثيهاpُُتصبحُالنقطةُُ

ُحركةُالنقطةُيكونُسالبُفيُهذهُاللحظةyُيكونُموجبُبينماُ منُالوضعُالأولُإلىُالثانيpُُ،ُومنهُنجدُأنَّ
ُجهةُتتجهُمنُالربعُالأولُإلىُالرابعُأيُ معُجهةُدورانُعقاربُالساعة.ُوبنفسُالطريقةُيمكنناُاستنتاجُأنَّ

ُ ُعندما φالحركة =
3π

2
ُفيهاُُ ُيكون ُالتي ُالخاصة ُالحالة ُوفي ُالساعة. ُعقارب ُدوران ُلجهة ُمعاكسة تكون

𝐴1 = 𝐴2ُُ.ُمسارُالحركةُالمركبةُيأخذُشكلُدائرةُبينماُلاُتتغيرُجهةُالدورانُعليه ُفإنَّ

ُُُُُُ(dُφ =
π

4
,

7π

4
ُشكلُالمسارُيأخذُفيُهذهُالحالةُشكلُقطعُناقصُيقعُيبينُُ الإنشاءُالهندسيُأنَّ

ُالإحداثياتُ مّاُجهةُالحركةُ(،ُأ3المستقيمُالمعرّفُبالعلاقةُ)،ُوينطبقُأحدُمحوريهُعلىoُمركزهُفيُمبدأ
φعليهُفتكونُباتجاهُعقاربُالساعةُعندماُ =

π

4
φ،ُوعكسُاتجاهُدورانُعقاربُالساعةُعندماُ =

7π

4
كماُُ،

ُ(.1فيُالشكلُ)
 

ُُُُُُ(eُφ =
3π

4
,

5π

4
ُُُُُُُُُُُُُُفيُهاتينُالحالتينُشكلُقطعُناقصُينطبقُأحدُمحوريهُعلىُالمستقيميأخذُالمسارُُ

𝑦 = − (
𝐴2

𝐴1
) 𝑥ُمّاُجهةُالحركةُعليهُفتكونُباتجاهُعقاربُالساعةُومركزهُيقعُفيُمبدأُالإحداثياتُأيضاً،ُأ

φعندماُ =
3π

4
φ،ُوعكسُاتجاهُدورانُعقاربُالساعةُعندماُ =

5π

4
ُ(.1،ُكماُفيُالشكلُ)

ُأنَُّ ُنستنتج ُالسابقة ُالفقرات ُُمن ُأساسي ُبشكل ُتتعلق ُالمركبة ُالحركة ُالطور ُحركةφُُبفرق ُتكون ُفهي ،
φمستقيمةُقطريةُعندماُ = ُتتحولُإلىُحركةُعلىُشكلُقطعُناقص0ُُ بعاملُانضغاطُيساويُالواحدُثمّ

ُ 0عندما < 𝜑 < 𝜋ُُانضغاط ُيتناقص ُبحيث ُفيتغير ُالقطع ُهذا ُشكل ُأمّا ُُه، ُازدياد ُقيمتهφُُمع ويبلغ
φالصغرىُمنُأجلُ =

𝜋

2
ُويبلغُقيمتهُالواحدُعندماُُ φليعودُفيزدادُمرةُأخرىُتدريجياً = πُُحيثُيتحول

ُالقطعُالناقصُمرةُأخرىُإلىُمستقيمُمارُمنُالربعُالثانيُوالرابع.ُ
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πإلىُحركةُعلىُشكلُقطعُناقصُمنُأجلُتتحولُالحركةُالمركبةُمرةُأخرىُ < φ < 2πُُويتغيرُشكل
ُعندماُ ُالصغرى ُقيمته ُيبلغ ُحتى ُالواحد ُمن ُتدريجياً ُانضغاطه ُيتناقص ُحيث ُالسابق ُالسياق ُبنفس القطع

φ =
3π

2
φثمُيزدادُمنُجديدُويبلغُالواحدُمنُأجلُُ = 2πُُحيثُيأخذُمنُجديدُشكلُالمستقيمُالمعرّف
ُ(.3بالعلاقةُ)

ُجهةُالحركةُفهيُموافقةُلاتجاهُدورانُعقاربُالساعةُمنُأجلُ 0أمّا < 𝜑 < 𝜋ُُومعاكسةُلاتجاهُدوران
πعقاربُالساعةُمنُأجلُ < 𝜑 < 2π.ُ

ُالحركةُالم تمثلُحركةُعلىُشكلُقطعُالتواترُالزاويُنفسهُُمابةُمنُحركتينُتوافقيتينُمتعامدتينُلهركأيُّأنَّ
ُإلىُحركتينُتوافقيتينُبسيطتينُُوالعكسُصحيح،ُفالحركةُالتيُلهاُشكلُقطعُناقصُناقص يمكنُتحليلها

𝑤متعامدتينُذاتُتواترُواحدُ =
2𝜋

𝑇
يقومُالمتحركُبدورةُواحدةُعلىُتمثلُهناُالزمنُاللازمُلكي𝑇ُُحيثُُ

ُ ُيرتسم ُالذي ُالمستطيل ُضلعي ُأحد ُطول ُنصف ُإحداهما ُتساوي ُمختلفتين، ُوسعتين ُالناقصُالقطع القطع
فرقُالطورُبينهماُفتتحددُتبعاًُلوضعُالقطعُداخلهُبينماُتساويُالأخرىُنصفُطولُالضلعُالآخر.ُأماُزاويةُ

ُواتجاهُالحركةُعليه.

ُالحركةُالدائريةُالمنتظمةُوالتيُيمكنُتحليلهاُإلىُحركتينُتوافقيتينُبسيطتينُمتعامدتين،ُ نشيرُهناُإلىُأنَّ
ُ ُواحد ُزاوي ُتواتر ُقطرُمwُلهما ُنصف ُتساوي ُواحدة ُوسعة ُالدائرية ُللحركة ُالمنتظمة ُالزاوية ُللسرعة ساوٍ

𝜋المسارُالدائريُوفرقُالطورُثابتُبينهماُيساويُ

2
إذاُكانتُالحركةُباتجاهُدورانُعقاربُالساعة،ُويساويُُ

3𝜋

2
ُإذاُكانتُالحركةُمعاكسةُلاتجاهُدورانُعقاربُالساعة.ُ

 تواتران زاويان مختلفان، أشكال ليساجو:تركيب حركتين متعامدتين لهما 

ُبالعلاقتين:ُفيُهذهُالحالةالمركبتانُالبسيطتانُالحركتانُالتوافقيتانُُت عطى

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑤1𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐴2 cos(𝑤2𝑡 + 𝜑)                                                         (1) 

،ُأمّاُشكلُالمسارُفهو𝑡ُالزمنُُالوسيط،ُوهوُهناُبحذف𝑜𝑥𝑦ُلحركةُفيُالمستويُنحصلُعلىُمعادلةُمسارُا
ُنسبةُبسيطة.ُفيُالحالةُالعامة،ُ ُابتعدتُالنسبةُالتواتريةُعنُكونها ُكلما عبارةُعنُمنحنيُمغلقُيزدادُتعقيداً
ُالهندسيُ ُالإنشاء ُطريقة ُاستخدام ُإلى ُنلجأ ُولذا ُالبسيطة ُالرياضية ُبالطرق ُالمسار ُهذا ُمعادلة ُإيجاد يتعذر

2𝐴1ُ و2𝐴2نرسمُمستطيلًاُضلعاهُعلىُالترتيبُُ(،ُحيث3فيُالشكلُالتاليُ)ريبي،ُوهيُالطريقةُالمبينةُالتج



6 
 

ُذلكُ ُبعد ُونعين ُالترتيب، ُعلى ُلهما ُقطرين ُالمستطيل ُضلعا ُيشكل ُبحيث ُدائرتين ُنصفي ُعليهما ُننشئ ثمّ
ُمنُالنقاطُالممثلةُلوضعُالجملةُالماديةُالمتحركةُفيُلحظاتُزمنيةُمتتالية،ُ باستخدامُنصفيُالدائرتينُعدداً

ُ ُلكسر ُمساوياً ُمتتاليتين ُلحظتين ُأية ُبين ُالزمنية ُالمسافة ُتكون ُبحيث ُالمركبة ُالحركة ُدور ُمن Tصحيح =

n1T1 = n2T2ُُحيث𝑛2
𝑛1

,xالنسبةُالتواترية،ُوذلكُبتعيينُإحداثييُالجملةُُ⁄ yُ.ُفيُتلكُاللحظات

ُعنهاُوسيطياًُبالعلاقتين:ُ(ُي عبر3الشكلُالتاليُ)فالحركةُالممثلةُعلىُ

𝑥(𝑡) = 𝐴1 cos(𝑤𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝐴2 cos (2𝑤𝑡 +
𝜋

4
)  

 
تركيبُحركتينُتوافقيتينُبسيطتينُمتعامدتينُلهماُتواترانُزاويانُمختلفان.ُ(:3الشكلُ)  

ُ ُتساوي ُالحالة ُهذه ُفي ُالتواترية ُالنسبة ُأنَّ w2أي

w1
=

n2

n1
=

2

1
ُهوُُُُُُُُُُ ُالمركبة ُالحركة ُدور ُيكون ُومنه ،

𝑇 = 𝑇1 = 2𝑇2ُُُهو ُالحركتين ُالطورُبين ُفرق 𝜋أمّا

4
ُاللحظاتُ ُالزمنيُبين ُالفاصل ُأنُنأخذ ُيفضل ُلذلك ،

𝜋ذاتُالتواترُالأكبرُمقدارهُُ𝑦(𝑡)المتتالية،ُبحيثُيوافقُازديادُطورُالحركةُ

4
ُأي:ُ

φ = π 4⁄  
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2𝑤∆𝑡 =
𝜋

4
   ⇒    ∆𝑡 =

𝜋

8𝑤
=

𝑇

16
 

1,2,3)وهكذاُنعينُعلىُالمسارُالنقاط:ُ … … . ُفيُاللحظات:𝑜𝑥𝑦ُالموافقةُلوضعُالجملةُفيُالمستويُُ(9.

𝑡 = 0 ;
𝑇

16
;
𝑇

8
; … … . .

𝑇

2
 

10,11)علىُالترتيب.ُأمّاُالنقاطُ:ُ … … . ُالموافقةُلوضعُالجملةُفيُاللحظات:ُ(16.

𝑡 =  
9𝑇

16
;
10𝑇

16
; … … . .

15𝑇

16
 

يحُذلكُ،ُولتوضoyمتناظرةُمعُالنقاطُالسابقةُعلىُالترتيبُبالنسبةُللمحورُُ(ُفتكون3ُعلىُالشكلُ)غيرُالمبينةُ
ُالموافقتينُللحظتين:(10ُ(ُوُ)2نعينُإحداثييُالنقطتينُ)

𝑡 =  
9𝑇

16
   ,    𝑡 =

𝑇

16
 

ُمنُالمعادلتينُالوسيطتينُنجد:

(𝑥)2 = 𝐴1 cos 𝑤
𝑇

16
= 𝐴1 cos

𝜋

8
 

(𝑥)10 = 𝐴1 cos 𝑤
9𝑇

16
= 𝐴1 cos (𝜋 +

𝜋

8
) = −𝐴1 cos (

𝜋

8
) 

: ُأيُأنَّ

(𝑥)2 = −(𝑥)10                (∗) 

ُفنكتب:yُوبالنسبةُللإحداثيُ

(𝑦)2 = 𝐴2 cos (
2𝑤𝑇

16
+

𝜋

4
) = 𝐴2 cos

𝜋

2
= 0 

(𝑦)10 = 𝐴2 cos (
2𝑤 × 9𝑇

16
+

𝜋

4
) = 𝐴2 cos (2𝜋 +

𝜋

2
) = 0 

: ُومنهُنجدُأنَّ

(𝑦)2 = (𝑦)10                  (∗∗) 

ُالنقطتينُ ,𝑥10)بأخذُ)*(ُوُ)**(ُبالحسبان،ُيتضحُلناُأنَّ y10)و (x2, y2)ُُمتناظرتانُبالنسبةُللمحورoy.ُ
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ُوهي:φُ(ُأشكالُالمساراتُالتيُتأخذهاُالحركةُالمركبة،ُمنُأجلُقيمُمختلفةُلفرقُالطور4ُيبينُالشكلُالتاليُ)

𝜑 = 0,
𝜋

4
,
𝜋

2
,
3𝜋

4
𝜋 

ُتدعىُهذهُالأشكالُبأشكالُليساجو.

 

𝑤2(:ُأشكالُليساجوُمنُأجل4ُالشكلُ) = 2𝑤1 .ُوفرقُطورُابتدائيُمتغير

(ُأشكالُليساجوُالموافقةُلنسبُتواترية،ُوفروقُطورُمختلفة،ُوهيُعبارةُعنُصورُفوتوغرافية5ُيبينُالشكلُ)
ُالراسمُ ُمدخلي ُمن ُكل ُعلى ُجيبي ُجهد ُتطبيق ُعند ُالمهبطي، ُالاهتزاز ُراسم ُشاشة ُعلى ُالمرتسمة للمسارات

(y) و(𝑥)ُُوالتوات ُالسعة ُقيم ُضبط ُبعد ُوذلك ُالالكترونية، ُالحزمة ُانحراف ُبصفائح ُمنُالموصولين ُلكل ر
ُالجهدينُوضبطُفروقُالطورُبينهما.

ُتحديدُ ُفي ُتفيدنا ُالمركبة، ُللحركة ُالمحدّد ُالمستطيل ُأضلاع ُتقاطع ُنقاط ُمن ُتمر ُلا ُالتي ُليساجو ُأشكال إنَّ
𝑓𝑥النسبةُالتواتريةُ

𝑓𝑦
,𝑜𝑦اللتينُتجريانُوفقاًُلـُللحركتينُالمركبتينُُ 𝑜𝑥ُُوهذهُالنسبةُتساوي𝑛𝑦

𝑛𝑥
ُ.ُ

,𝑜𝑦تمثلانُعددُنقاطُتماسُالمسارُمعُالمحورين𝑛𝑦ُُو𝑛𝑥ُُحيثُ 𝑜𝑥ُ.ُعلىُالترتيب

φ = π 4⁄  
φ = π 

φ = π 2⁄  
φ = 3π 4⁄  

φ = 0 
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ُ(:ُأشكالُليساجوُبنسبُتواتريةُزاويةُمختلفة،ُوفروقُطورُمختلفة.5الشكلُ)

ُ




