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 قسم الرياضيات  جامعة طرطوس                            كلية العلوم                       

 
 م0202-0202للعام الدراسي  لمقرر نظرية الأعدادالنظري الأخيرة محاضرة 

       رياضيات رابعةال ةسنال         
 مدرس المقرر: د. احمد عيسى

-------------------------------------------------------------------------  
 Ι𝑛𝑑𝑔 𝑥بدلًا من   Ι𝑛𝑑 𝑥نستخدم الرمز  ملاحظة:
,𝑎وليكن  𝑔عدد صحيح موجب يملك جذر أساسي  𝑚 ليكن مبرهنة:  𝑏 ∈ ℤ  بحيثgcd(𝑎, 𝑚) = gcd(𝑏, 𝑚) = 1 

  :عندئذ
𝑎إذا كان  .1 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) عندئذ  Ι𝑛𝑑 𝑎 = Ι𝑛𝑑 𝑏 
0. Ι𝑛𝑑( 𝑎𝑏) ≡ Ι𝑛𝑑 𝑎 + Ι𝑛𝑑 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝜙(𝑚)) 
3. Ι𝑛𝑑 𝑎𝑛 ≡ 𝑛 Ι𝑛𝑑 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝜙(𝑚))  حيث𝑛 .عدد صحيح موجب 
2. Ι𝑛𝑑 𝑔 = 1 
2. Ι𝑛𝑑 1 = 𝜙(𝑚) 

 
𝑥𝑛دراسة التطابقات من مراتب عليا  ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 

 تشمل 
 معرفة التطابق فيما إذا كان قابل للحلّ أم لا .1
 فة للتطابق المعطى القابل للحلّ إيجاد جميع الحلول المختل .0
  ندرس في المبرهنة التالية شرط قابلية الحلّ للتطابق𝒙𝒏 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒎) 

 مبرهنة أولر المعممة:
,𝑎ولتكن  𝑔عدد صحيح موجب يملك جذر أساسي   𝑚ليكن 𝑛 ∈ ℤ   بحيث𝑛 ≥ 𝑑وليكن  2 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚))  

 عندئذ  
𝑥𝑛التطابق  ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) ابل للحل إذا وفقط إذا كانق 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 
𝑥6 التطابق  : بيّن فيما إذا كانمثال ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 19) ؟قابل للحلّ أم لا 

𝑥6التطابق المعطى هو: : الحلّ  ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 19) 
𝑛لدينا  = 6, 𝑎 = 10, 𝑚 = 19 

𝜙(𝑚) = 18, 𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) = 6 
 نلاحظ بأنّ 
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𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 = 103 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 19) 
 بالتالي التطابق غير قابل للحلّ.

𝑥6 التطابق  بيّن فيما إذا كان مثال: ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 17) ؟قابل للحلّ أم لا 
 الحل:

𝑥6التطابق المعطى هو:  ≡ 5(𝑚𝑜𝑑 17) 
𝑛لدينا  = 6, 𝑎 = 5, 𝑚 = 17 

𝜙(𝑚) = 16, 𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) = 2 
  :نلاحظ بأنّ 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 = 58 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 17) 
 بالتالي التطابق غير قابل للحلّ.

𝑥5 التطابق  بيّن فيما إذا كانمثال:  ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 19) ؟قابل للحلّ أم لا 
 الحلّ 

𝑥5التطابق المعطى هو:  ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 19) 
𝑛لدينا  = 5, 𝑎 = 11, 𝑚 = 19 

𝜙(𝑚) = 18, 𝑑 = gcd(𝑛, 𝜙(𝑚)) = 1 
 نلاحظ بأنّ 

𝑎
𝜙(𝑚)

𝑑 = (11)18 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 19) 
 قابل للحلّ.بالتالي التطابق 

  مختلفة للتطابقالآن كيف نوجد الحلول الندرس 𝒙𝒏 ≡ 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝒎) 
 .𝑚بالنسبة للمقاس  𝑔 جذر أساسينوجد  .1
 .𝑚 قياس 𝑔 للجذر الأساسيجدول الأدلة بالنسبة  نشكل .0
 معطىلطرفي التطابق ال  Ι𝑛𝑑 الدليلنطبق  .3

𝑥𝑛 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑚) 
Ι𝑛𝑑𝑥𝑛 ≡ I𝑛𝑑𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝝓(𝒎)) 
𝑛Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ I𝑛𝑑𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝜙(𝑚)) 

𝐼𝑛𝑑𝑥 من جدول الأدلة ونفرض I𝑛𝑑𝑎نحسب  = 𝑦 فنقوم بإيجاد جميع حلوله المختلفة من الدرجه الأولى  فنحصل على تطابق خطي
 التي تحقق التطابق المعطى. 𝑥قيم  من جدول الأدلة جميع ومن ثم نستنتج

 :مثال
𝑥8أوجد الحلول المختلفة للتطابق  ≡ 16(𝑚𝑜𝑑 17). 

 : لحلّ ا
𝑔 لدينا .1 = 𝑔نسبة للجذر الأساسي ، ولنوجد جدول الأدلة بالحسب اختبار لوكاس 11جذر أساسي بالنسبة للمقاس  3 = قياس  3

11. 
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3 نحسب
𝑘 1 حيث ≤ 𝑘 ≤ 𝜙(17) = 16. 

316 315 314 313 312 311 310 39 38 37 36 35 34 33 32 31 3𝑘 
1 6 0 10 2 1 8 12 16 11 12 2 13 12 9 3 𝑁 

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 Ι𝑛𝑑𝑁 
𝑁  3: هو باقي قسمة𝑘   11على العدد                          .Ι𝑛𝑑𝑁  : دليل العدد𝑁 

𝑥8 ≡ 16(𝑚𝑜𝑑 17) نطبق نظرية الأدلة للطرفين نجد 
8 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ Ι𝑛𝑑16(𝑚𝑜𝑑 𝜙(17)) 

8 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 16) 
Ι𝑛𝑑𝑥فرض ن = 𝑦 

  هذا التطابق

8 𝑦 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑 16) 
Ι𝑛𝑑𝑥  هما 16بالنسبة للمقاس  ثمان حلول مختلفهيملك   = 𝑦 ∈ {1,  بالتالي{3,5,7,9,11,13,15

Ι𝑛𝑑𝑥 = 1 ⟹ 𝑥 = 3 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 3 ⟹ 𝑥 = 10 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 5 ⟹ 𝑥 = 5 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 7 ⟹ 𝑥 = 11 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 9 ⟹ 𝑥 = 14 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 11 ⟹ 𝑥 = 7 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 13 ⟹ 𝑥 = 12 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 15 ⟹ 𝑥 = 6 

,3}بالتالي حلول التطابق هي             5,6,7,10,11,12,14} 
  :السؤال الثاني

𝑥5أوجد الحلول المختلفة للتطابق  ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 19). 
 : لحلّ ا

𝑔 لدينا = 𝑔، ولنوجد جدول الأدلة بالنسبة للجذر الأساسي 19جذر أساسي بالنسبة للمقاس  2 =  .19قياس  2
1 حيث 2𝑘 حسبن ≤ 𝑘 ≤ 𝜙(19) = 18. 

218 217 216 215 214 213 212 211 210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 2𝑘 
1 12 2 10 6 3 11 12 11 18 9 12 1 13 16 8 2 0 𝑁 

18 11 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 Ι𝑛𝑑𝑁 
𝑁  2قسمة : هو باقي𝑘   19على العدد                          .Ι𝑛𝑑𝑁  : دليل العدد𝑁 

𝑥5 ≡ 11(𝑚𝑜𝑑 19) نطبق نظرية الأدلة للطرفين نجد 
5 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ Ι𝑛𝑑11(𝑚𝑜𝑑 𝜙(19)) 

5 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 18) 
Ι𝑛𝑑𝑥فرض ن = 𝑦 

  هذا التطابق

5𝑦 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 18) 
Ι𝑛𝑑𝑥  وه حل وحيديملك  =  بالتالي6
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Ι𝑛𝑑𝑥 = 6 ⟹ 𝑥 = 7 
 {7}بالتالي حلول التطابق هي            

 
  :السؤال الثالث

𝑔أوجد جدول الأدلة بالنسبة للجذر الأساسي  = 𝑥4ثم أوجد حلول التطابق  11قياس  2 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 11) .باستخدام الأدلة 
 :الحلّ 

;2𝑘نحسب  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝜙(11) =  .11)جذر أساسي بالنسبة للمقاس  2) 10
210 29 28 27 26 25 24 23 22 21 2𝑘 

1 6 3 7 9 10 5 8 4 2 𝑁 
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 Ι𝑛𝑑𝑁 

𝑁  : 2هو باقي قسمة𝑘   11على العدد                          .Ι𝑛𝑑𝑁  : دليل العدد𝑁 
𝑥4 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 11) نطبق نظرية الأدلة للطرفين نجد 

4 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ Ι𝑛𝑑4(𝑚𝑜𝑑 𝜙(11)) 
4 Ι𝑛𝑑𝑥 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑 10) 

Ι𝑛𝑑𝑥 هذا التطابق يملك حلين مختلفين هما ∈ {3,  بالتالي{8
Ι𝑛𝑑𝑥 = 3 ⟹ 𝑥 = 8 
Ι𝑛𝑑𝑥 = 8 ⟹ 𝑥 = 3 

,3}بالتالي حلول التطابق هي  8} 
------------------------------------------------------------------------------ 
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