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 الحقل الكهرطیسي
 الحقل الكهرطیسي ومعادلات مكسویل

Equations s’Maxwellnd aThe Electromagnetic Field  

 ة المتغیــرة بالنســبة للزمــان والمكــانمغنطیســیلحقــول الكهربائیــة والل الارتبــاط المســتمر یُفهــم مــن الحقــل الكهرطیســي 
عــادلات أساســیة شــهیرة تُعــرف بمعــادلات مكســویل وعلــى نظریــة الحقــل الكهرطیســي علــى أربــع م وقــد تأسســت. (الزمكــان)

 . التي تظهر خواص الوسط المدروس بعض العلاقات المادیة
 معـادلات مكسـویل التـي یمكـن اسـتخدامها فـي العدیـد مـن التطبیقـات، لا سـیما الأمـواج شـرح ا الفصـل بذنقوم في هس

 Hz 410 دروســة تجریبیــاً مــن التــرددات التــي مرتبتهــاالكهرطیســیة. وكمــا هــو معــروف یمتــد طیــف الأمــواج الكهرطیســیة الم
 .Hz 2010حتى الترددات التي مرتبتها 

ري ویشــمل طیــف الأمــواج الكهرطیســیة موجــات الرادیــو والتلفزیــون والأمــواج المیكرویــة والأمــواج الضــوئیة والإشــعاع الحــرا
 .γ غاما وأشعة Xالسینیة شعة الأو 
 onss Equati'Maxwell مكسویل:معادلات  -1

المتغیــرین بالنســبة للــزمن مــع بعضــهما الــبعض مــن  مغنطیســيتــربط معــادلات مكســویل بــین الحقلــین الكهربــائي وال
 ة في الوسط المدروس من جهة أخرى.دو جو جهة، ومع الشحنات والتیارات الكهربائیة الم

  توجد أربع معادلات شهیرة لمكسویل تكتب بالشكل التفاضلي الآتي:و 
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Jو ،الشحنات الحجمیة كثافة ρحیث


  ،المدروس للوسط الماديالتیارات السطحیة  كثافة 
 نوعیة، لاناقلیة الكهربائیة  σ و
 ة.مغنطیسیة التنفاذیو  µو، الكهربائیةالعازلیة ة تسماحی εو

 سنقوم الآن بتفسیر المعادلات السابقة ومطابقة كل منها مع النتائج التجریبیة الموافقة.
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 الأولى:  كسویلم معادلةالشكل التفاضلي لدراسة 

;rot DJH 
+= 

ة الــذي حصــل علیـه مكســویل نتیجــة دراسـاته النظریــة. ویــنص قـانون آمبیــر بشــكله مغنطیسـیفــي ال أمبیــرلقــانون  تعمــیمهـي 
 .cIحول محیط مغلق یساوي إلى تیار الناقلیة مغنطیسيجولان الحقل الالتفاضلي على أن 

 :ودراسته لمعادلة مكسویل الأولى تكامليالإیجاد الشكل 
بحیــث تكــون المســافة الفاصــلة بــین لبوســیها صــغیرة  Cدارة كهربائیــة مؤلفــة مــن ســلك ناقــل ومكثفــة مســتویة ســعتها ذنأخــ

)الـزمنمـع  متغیـر مغنطیسـيحقـل تحـریض . ثـم نضـع الـدارة الكهربائیـة فـي متجـانسللحصول على حقـل كهربـائي  )tB


، 
 المجاور. الشكلكما في 

 نجد: الأولىعلى المعادلة  ستوكسبتطبیق مبرهنة 
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 :، ومن ثمَّ تیار الإزاحة كثافة 
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  بین لبوسي المكثفة. الناتجتیار الإزاحة  dIفي سلك الدارة و المتدفقتیار الناقلیة   cI حیث

كثافة التیار الكلیة، اً ذإ
→

totJ :تساوي مجموع كثافتي تیار الناقلیة وتیار الإزاحة 
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انــب تیــار اً دواراً، إلــى جمغناطیســیعلــى أن تغیــر الحقـل الكهربــائي بالنســبة للــزمن یولــد حقـلاً   ولــىالأ تـدل معادلــة مكســویل 
 الناقلیة.
 :معادلة مكسویل الثانیةل التفاضليالشكل دراسة 

B
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فــي التحــریض الكهرطیســي. لقــد أظهــرت تجــارب كولــون فــي  فــاراداياضــلي لقــانون عــن الشــكل التف الثانیــةتُعّبــر المعادلــة 
ـــة تعطـــى قیمتهـــا آالكهربـــاء الســـاكنة، أن الشـــحنات الســـاكنة تتـــ ثر فیمـــا بینهـــا بقـــوى كهربائی

ا دلیــل واثبــات علــى وجــود حقــل كهربــائي نــاتج عــن الشــحنات الســاكنة. ذبقــانون كولــون، وهــ
ســلك ناقــل تــي تجــري فــي ن التیــارات الكهربائیــة اللــك، بینــت تجــارب أمبیــر أذعلــى غــرار 

ــحلقــي (لــولبي)  یــدل علــى وجــود  ممــاتعطــى شــدتها بقــانون أمبیــر،  بقــوىفیمــا بینهــا  ثرآتت
 السلك. فيالكهربائیة الشحنات  حركة منناتج  مغنطیسيحقل 

بالنسـبة للـزمن یولّـد  مغنطیسـيأن تغیـر الحقـل ال فـارادايمن جهة أخرى، أظهرت تجـارب و 
  بدوره دواراً للحقل الكهربائي. یولّدالذي  في هذا السلك، للتیار المتحرض اً تدفقا الحقل ذفي ه سلك مغلق متوضّعفي 
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  :دراسته و لمعادلة مكسویل الثانیة التكامليالشكل إیجاد 
علـى  سـتوكس. ولنطبـق مبرهنـة جـاورالم الشـكلكمـا فـي  ،Sاً،مفتوحـ اً سـطح دحـدتُ ، C ،لنأخذ عـروة مـن سـلك ناقـل مغلـق

 فنجد: مكسویل الثانیة معادلة
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التـي تولّـد التیـار المتحـرض  القـوة المحركـة الكهربائیـةلهـذه المعادلـة  یمثـل الطـرف الأیسـرو ، Sخلال السـطح مغنطیسيال
 في الدارة، إذاً:
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 رتغیّ أن  ذلك،من  فاراداي استنتجولقد التیار في السلك.  لا یتدفقالحقل المغنطیسي  لا یتغیرأضف إلى ذلك، عندما 
اً ر زمنیالمتغی مغنطیسيقوة كهربائیة تؤثر على الشحنات، مما یؤكد أن الحقل ال یولدبالنسبة للزمن  مغنطیسيالحقل ال

 یُنتج حقلاً كهربائیاً.
ني لتغیر یساوي المعدل الزمC بصیغته التكاملیة على أن جولان الحقل الكهربائي حول مسار مغلق  ینص قانون فاراداي

 :Cعبر السطح المُحَدْ بالمسار  مغنطیسيأو سرعة تدفق حقل التحریض ال مغنطیسيفق الالتد
صـل أن نح علـى المقـدار الموجـود داخـل إشـارة التكامـل. بالتـالي، نسـتطیعیـؤثر  )8(المعادلة  أن المشتق الزمني في نلاحظ

Eعلى جولان الحقل


Bبتغیر تدفق اإمّ  


Eأو كلیهما معاً. فـي هـذه الحالـة نـدعو Sبتغیر السطح  وإمّا 


بالحقـل الكهربـائي  
 . المتحرض

ه الحقـل بـالمتغیر زمنیاً یساوي العمل الذي یقـوم  مغنطیسيأن الحقل الكهربائي الناتج عن الحقل ال (8)من المعادلة  ینتجو 
 لكل وحدة شحنة.  Cمغلق  حول مسار

 وهنا، یجب أن نمیز بین حالتین:
 : الحالة الأولى

ldEمعــدل التــدفق مــع مــرور الــزمن یكــون المقــدار ازدادإذا 
C


⋅∫

→

E، ممــا یعنــي أن الحقــلســالباً  


النــاتج عــن زیــادة التــدفق  

للحقــل  اً باتجــاه معــاكسمغناطیســیوهــذا التیــار یولّــد بــدوره حقــلاً تحریضــیاً . Cالتیــار المــار فــي المحــیط  اتجــاه یعمــل بعكــس
 الذي سببه.

 : الحالة الثانیة

ldEیصـبح المقـدار مغنطیســيمعـدل تـدفق حقــل التحـریض ال خفــضناإذا أمّـا 
C


⋅∫

→

Eیعنــي أن الحقـل ممـا، موجبــاً  


النــاتج  

المسـبب  اً باتجـاه الحقـلمغناطیسـیحقـلاً  یولّـد بـدوره الـذي Cق یعمـل باتجـاه التیـار المـار فـي السـلك عن نقصان كثافة التـدف
 له.
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عــرف هــذه تُ  ؛الــذي ســببه مغنطیســيإذاً، تُشــیر الإشــارة الســالبة إلــى أن الحقــل الكهربــائي المتحــرض یعــاكس التــدفق ال
كس فــي یعـا مغنطیســيقـل تیــاراً كهربائیـاً متحرضــاً، حقلـه الالــذي یـنص علــى أنـه یتولّــد فـي النا ،Lenz بقــانون لنــزالحقیقـة 

tBلــت خطـــوط الحقــل، إذا مُثِّ )2(المُســبب لــه. فحســب المعادلــة  مغنطیســيالاتجــاه الحقــل ال ∂∂ /


بخطـــوط مســتقیمة مــن   
لشـكل كمـا فـي اذه الخطـوط، تضـم داخلــها هـ دوائر متحدة المركزتشــكل  خطوط الحقل الكهربائيالأسفل إلى الأعلى، فإن 

  .وضح أعلاهالم
0rot =Eإذا تحققــت العلاقــة


E، فإننــا نــدعو


حقــلاً محافظــاً (أي یمكــن تعیــین تــابع كمــون لــه)، ویكــون جولانــه علــى أي  

 منحني مغلق معدوم.

≡∇⋅=ρ   : معادلة مكسویل الثالثة التفاضليالشكل دراسة  DD


 div 

Eبــین الحقــل الكهربــائي الثالثــةمكســویل  معادلــة تــربط


دة فــي الطبیعــة. و جــالشــحنات الكهربائیــة الحقیقیــة المو حقــل ال ومنبــع 
 .كولون بالشكل التفاضلي، كما تُعبّر عن شكل آخر لقانون Gauss صغو ه المعادلة قانون ذوتمثل ه

EDةباســـــتخدام المعادلـــــة المادیـــــو 


ε= الشـــــكل الثالثـــــةالمعادلـــــة  ذتأخـــــερ /=⋅∇ E


الحقـــــل  تفـــــرقوتـــــنص علـــــى أن  
Eالكهربائي


 .εمقسومة علىالمتوضعة في هذه النقطة  ρكثافة الشحنات الحجمیة ل یساويفي نقطة ما  

  :كثافة الشحنات الحجمیة وهي شارةلإه المعادلة تبعاً ذنناقش هنا ثلاث حالات له
عــدد خطــوط الحقــل عــن  یُعبّــر التفــرقمــن جهــة أخــرى، و ، هــذا مــن جهــة. تمثــل الأوســاط المعتدلــة كهربائیــاً  ρ=0-أولاً 

 قـل الخارجـة یسـاوي خطـوطخطـوط الح تكانـالتي تخترق سطحاً مغلقاً مطروحاً منه عدد خطوط الحقـل الداخلـة إلیـه. فـإذا 
∇⋅=0الحقـــل الداخلـــة، فـــإن D


أو أن خطـــوط الحقـــل تكـــون مغلقـــة حـــول الســـطح المغلـــق، كمـــا هـــو الحـــال فـــي الحقـــول  

   .(a) المتغیرة مع الزمن، الشكل
ـــر ρ>0-ثانیـــاً  ـــات الســـالبةعـــن  تعبّ ∇⋅>0، أي أنالأیون D


 مصـــارفالســـالبة هـــي بمثابـــة  الشـــحناتیعنـــي أن  . ممـــا

  .(b) الشكل ، على الشحنة السالبةتنتهي أي أن خطوط الحقل  لخطوط الحقل،
∇⋅<0، أي أنالأیونــات الموجبــةتعبــر عــن  ρ<0-ثالثــاً  D


منــابع لخطــوط  بمثابــةوتعنــي أن الشــحنات الموجبــة هــي  

 .(c) الشكل ،قة منهاالمنطل الحقل

 :الثالثةالشكل التكاملي لمعادلة مكسویل 
علـى المعادلـة  وصغـة مبرهنـنطبـق  ثـم ρبكثافـة حجمیـة  Qتتوزع فیه شـحنة Vحجماً  دُ دحیُ  Sیاً مغلقاً صسطحاً غو  ذلنأخ

  الأولى فنجد:

;.∫ ∫=∇
→→

V V

dVdVD ρ   َّومن ثم  .. QSdD
S
∫ =

→→

 

Sdحیث


 . Sالشحنة الكلیة المحتواة داخل السطح المغلق Qو ،Sمن السطح dSعنصر السطحلمتجه طویلته تساوي  
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dSnSd یمكــن التعبیـــر عـــن عنصــر متجـــه الســـطح بالشـــكل: 
متجـــه الواحـــدة النــاظمي علـــى عنصـــر الســـطح  n، حیــث=

   ، إذاً:والخارج منه

)10(    .∫ =⋅
→→

S

QSdE
ε

 

Eه المعادلة التدفق الكلي للحقلذیمثل الطرف الأیسر من ه


 : ، أيSمن خلال السطح المغلق 

)11(    .
ε
QSdE

S
e =⋅=Φ

→→

∫ 

 S، الـذي یـنص علـى أن تـدفق متجهـة الحقـل الكهربـائي مـن خـلال أي سـطح مغلـقصغـو وتعبّر هـذه العلاقـة عـن قـانون 
 .εالمتوضعة داخل هذا السطح مقسومة على Qیساوي الشحنة الكلیة

Eا كان الحقلذإ


، فـإن تـدفق خطـوط الحقـل مـن ، أي خطوطه متوازیة وشدته واحـدة فـي جمیـع نقـاط الوسـطمنتظماً  
 خلال سطح مغلق یعطى بالعلاقة:

)21(    ..
ε
QSEe ==Φ

→→

 

، التــي تمــس فــي كــل نقطــة مــن ئيلحقــل الكهربــاالمنحنیــة ل خطــوطالة، فــإن مغنطیســیكمــا مــرّ معنــا فــي مقــرر الكهربــاء والو 
یـف كسـه، ي یطـرح نفذوالسـؤال الـتبدأ من الشحنة الموجبة وتنتهي في الشحنة السـالبة.  نقاطه متجه الحقل في هذه النقطة،

ا الســؤال یجــب ذمــن أجــل كثافــة الشــحنات الســطحیة والخطیــة والنقطیــة ؟ للإجابــة علــى هــ تصــبح معادلــة مكســویل الثالثــة
 .راك أو التابع النبضيإلى تابع دیالعودة 
 : الرابعةمكسویل معادلة دراسة 

Eالحقــل الكهربـائي نجـد أن تفـرق )4(المعادلــة  مـع )3(بمقارنـة المعادلـة 


Bالحقـل المغنطیســي یختلـف عــن تفـرق 


 ،
Eالحقلـین وجود اختلاف في منابعمما یعني 


Bو 


Eمنـابع؛ ف


Bلحقـلحالـة غیـر محققـة بالنسـبة لي شـحنات نقطیـة، وهـ 


 .

 علــى غــرار مــا هــو علیــه الحــال بالنســبة للشــحنات الكهربائیــة، وخطــوط ة حقیقیــةمغنطیســیلا توجــد شــحنات بتعبیــر آخــر، 
 مغنطیســيیعنــي أن خطــوط الحقــل ال، ممــا وإنمــا تنغلــق علــى نفســهاا نهایــة، یس لهــولــ لــیس لهــا بدایــة مغنطیســيالحقــل ال
 من القطب الشمالي إلى القطب الجنوب دوماً. وتتجه مستمرة

 تـيهـي الهنـا  التیـاراتفة حقیقیـة حـرة فـي الطبیعـة، مغنطیسـیشـحنات یدل علـى عـدم وجـود  (3)والمعنى الفیزیائي للمعادلة 
ــد الحقــول ال  ةمغنطیســی، وحتــى الشــحنات الوهمــيٌ  مغنطیســيیمكــن أن نقــول فــي هــذا الإطــار، أن التیــار الو ة. یمغنطیســتولّ

لا توجـد شـحنات سـالبة أو موجبـة بحیـث تكـون  إذْ  ؛عن بعضها الـبعض غیر مستقلةة مغنطیسیوهمیة، أي أن الشحنات ال
 دائماً ثنائي القطبیة. مغنطیسيزولة عن بعضها البعض، أي أن التیار العم
  :دراستهو  الرابعةلمعادلة مكسویل  التكامليشكل ال

Bة المســتمرة أن تــدفق الحقــلمغنطیســینعلــم مــن ال


مــن خــلال ســطح مغلــق یســاوي الصــفر، ممــا یعنــي أن تكامــل  
Bلحقللالمركبة الناظمیة 


∫ على السطح یساوي الصفر:   =⋅

S

dsnB 0
  

  نجد:الأخیرة  على المعادلة غوصطبیق مبرهنة بت
)31(   ;0=⋅∇∫ dVB

V


∫  ومن ثمَّ   =⋅

S

SdB 0


 



 حسن سلیمانأ. د.                                                     2024/2025 للعام الدراسي الكهرطیسیة في محاضرات

 - ٦ - 

یعنـي أن عـدد ممـا من خلال سطح مغلق یساوي الصـفر،  مغنطیسيأن تدفق حقل التحریض ال (13) من المعادلة نستنتج
یسـاوي عـدد خطـوط الحقـل التـي تخـرج  Sبالسـطح المغلـق دودل الحجـم المحـالتـي تـدخ مغنطیسـيخطوط حقل التحـریض ال
ا دخلـت إلیـه. ذإ وسـالباً ا كانـت خطـوط الحقـل تخـرج منـه ذإ التدفق مـن خـلال سـطح مغلـق موجبـاً منه. واصطلاحاً یكـون 

 لثنائي قطب كهربائي خطوط الحقل الكهربائي  (b)و  (a) نالشكلا وضحیُ 
نطیســــي لثنــــائي قطــــب خطــــوط الحقــــل المغو 

علــى  لكــل منهــا صســطح غــو و ، مغنطیســي
 .الترتیب

ینشــأ  وســكوبيالماكر علـى الصـعید   
مـرور تیـار  بسـبب مغنطیسيثنائي القطب ال

. علـــى شــاكلة حلقـــة ناقلـــة مســتمر فـــي ســلكٍ 
ري ذأو الـــــ وســـــكوبيالمیكر وعلـــــى الصـــــعید 

ن دوران مـــ مغنطیســـيیتولـــد ثنـــائي القطـــب ال
ــــنــــواة الإلكترونــــات حــــول  ــــذرة وحــــول نفســــها فــــيرة ذال ــــائي القطــــب الال ــــا مغنطیســــي. ویــــدعى عــــزم ثن ون تللإلكتــــرون بمغن

224بور mA1027.9 ⋅×= −
Bµ. 

یمكننــا  ذرتبط مــع بعضــها الــبعض وتشــكل جملــة متكاملــة مــن المعــادلات، إتــأخیــراً، نلاحــظ أن معــادلات مكســویل 

 نــابلا ثربــالمؤ الحصــول علــى إحــداها انطلاقــاً مــن الأخــرى بالتــأثیر علیهــا 
→

ن المعادلــة رابعــة مــ. فمــثلاً، تنــتج المعادلــة ال∇

الثانیة بعد التأثیر علیهـا سـلمیاً بـالمؤثر
→

بـالمؤثر ولـىلك بالتـأثیر السـلمي علـى المعادلـة الأذ، وكـ∇
→

. ثالثـةنحصـل علـى ال ∇
 ت مكسویل بشكلها التفاضلي والتكاملي: یلخص معادلا الآتي والجدول
  

 العلاقة المكافئة الشكل التكاملي الشكل التفاضلي
→→→→

+=ΗΛ∇ dc JJ d
C

c IIld +=Η∫
→→

 المعمم مبیرآقانون  .

t∂
Β∂

−=ΕΛ∇

→
→→

 t
ld m

C ∂
Φ∂

−=Ε=
→→

∫ .ε قانون فاراداي 

ρ=∇
→→

D. ∫ =
→→

S

QSdD  قانون غوص في الكهرباء الساكنة .

0. =Β∇
→→

 ∫ =Β
→→

S

Sd  قانون غوص في المغنطیسیة .0
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 :Continuity Equationمعادلة الاستمرار  2-
ى عند تفُن لابمعنى أن الشحنة الكهربائیة محفوظة فلا تُخلق و  ؛تُعبّر معادلة الاستمرار عن قانون مصونیة الشحنة

 : ولىجریان التیار. من أجل الحصول على الصیغة التفاضلیة نؤثر سلمیاً على معادلة مكسویل الأ

 ;)(
0 ρ

D
t

JH





⋅∇

∂
∂

+⋅∇=×∇⋅∇ 

∇بما أنَّ و 


و 
t∂
 :ةالتالی بالصیغة، یمكن إجراء التبادل بینهما، والحصول على معادلة الاستمرار نمؤثرین مستقلی ∂

)14(      .0=
∂
∂

+⋅∇
t

J ρ
 

 كلالشمرار تأخذ معادلة الاستوبالتالي . ویكون ثابتاً  في حالة التیار المستمر لا یتغیر توزع الشحنات بالنسبة للزمن
0=⋅∇ J


رة المفتوحة. أما في الحالة یمر التیار المستمر في الدا أي لامما یعني أن كثافة تدفق التیار معدومة.  ،

ل على اوب عماللامستقرة، التیار المتناوب في دارة تحوي مكثفة، فإن خطوط كثافة التیار تكون مغلقة، وكأن التیار المتن
 إغلاق الدارة التي كانت مفتوحة بوجود المكثفة وذلك بواسطة تیار الإنزیاح المار في المكثفة:

)15(     .0)( =
∂
∂

+⋅∇
t
DJc




 

 :Lorentz Force Equationمعادلة قوة لورانتس  3-
 :ة وقوى الشحنات المتحركة (التیارات)كننمیز هنا بین قوى الشحنات السا

  الحالة الأولى:
 قوى كهربائیة تعطى بقانون كولون الآتي:بالشحنات الساكنة المتجاورة فیما بینها آثر تت

)16(     ,
4

1
2
1

0

u
r
qqFe



πε
= 

  ،qو 1qالشحنتین النقطیتین المسافة الفاصلة بین rحیث
rruو   متجه الواحدة،  =/
F/m 109 و 9

0
−×=ε  للخلاء.الكهربائیة السماحیة  
على . فلخلاءاالمادي المدروس عدا  لعازلیة الكهربائیة للوسطتتناقص بازدیاد ا الأیوناتهنا أن قوى التجاذب بین ونلاحظ 

لى أن ویعود ذلك، إ .سبیل المثال ینحل ملح الطعام عند وضعه في الماء، بسبب نقصان قوى التجاذب بین شوارد الملح
 .rε=80عازلیة الماء كبیرة، إذ تبلغ

  الحالة الثانیة:
B مغنطیسيي سلك ناقل مغلق حقل تحریض د فولَّ حسب قانون آمبیر یُ 


υیؤثر بدوره على شحنة متحركة بسرعة 

  في
 سلك ناقل آخر مجاور له. وتعطى هذه القوة بالعلاقة:

)17(    .BqFm


∧= υ 

eFندعو محصلة القوتین


mFو 


LF بقوة لورانتس 


 :تتحرك في حقل كهرطیسي qهذا یعني، أن الشحنةو . 
)18(   .BqEqFFF meL


∧+=+= υ 

حرف الشحنة ة على مغنطیسی، في حین تعمل القوة البحركة انسحابیة qحیث تعمل القوة الكهربائیة على جر الشحنة
 شحنة.ركة الة عملاً، لأنها عمودیة على مسار حمغنطیسی(تغیر مسارها) وفقاً لمسارٍ دائريٍ. مما یعني أنه لیس للقوة ال
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 في الحقل الكهرطیسي (متجهة بوینتنغ):ستطاعة الا أو انتقالجریان  4.1.2-
Power Flow in an Electromagnetic Field (The Poynting Vector)  

انون مصــونیة طاقــة الحقــل قــ -أهــم القــوانین الفیزیائیــة فــي التحریــك الكهربــائيأحــد وم فــي هــذه الفقــرة بصــیاغة نقســ
 .متجهة بوینتنغتفسیر و الكهرطیسي
υمتحركــة بســرعة qنــدرس شــحنة نقطیــة ،لهــذه الغایــة

 فــي حقــل كهرطیســي موصــوف بــالحقلین E


Bو 


. طبقــاً لمعادلــة 
 لورانتس تخضع هذه الشحنة إلى القوة التالیة:

).( BEqFL


∧+= υ 

ldلإزاحة هذه الشحنة مسافة لا متناهیة في الصغر dWتنجز هذه القوة عملاً 


: 

.)()( dtEqldB
dt
ldqldEqldBEqldFdW L υυ





⋅=⋅∧+⋅=⋅∧+=⋅= 

)19(      ..υυ


eFEq
dt

dW
=⋅= 

مـن الحجـم الكلـي  dVعندئذٍ كل عنصر حجمي لامتناهي في الصغر ويیح ، ρلیكن لدینا توزع حجمي للشحنات بكثافة
 الشكل شحنةاللازم لتحریك الة الحقل، استطاععلاقة . تأخذ dVρشحنة قدرها

dVJEdVE
dt

dWdPd


⋅=⋅== υρ 

 وتساوي: ة الكلیة التي یصرفها الحقل لنقل الشحنةستطاعبالمكاملة على كامل الحجم نحصل على الا
)20(      .∫ ⋅=

V
d dVJEP


 

 من جهة أخرى، تقود معادلات مكسویل إلى معادلة مصونیة الطاقة الكهرطیسیة. 
E الحقلب ولىنضرب معادلة مكسویل الأ


  فنجد:، سلمیاً  

.)(
t
EEJEHE
∂
∂
⋅+⋅=∧∇⋅



ε 

 :الشهیرة بالاستفادة من المطابقة
( ) ( ) ( )baabba


∧∇⋅−∧∇⋅=∧⋅∇ 

:نجد    أنَّ

( ) ( ) ( ) .
t
EEJE

t
BHHEEHHE

∂
∂
⋅−⋅−








∂
∂

−⋅=∧∇⋅−∧∇⋅=∧⋅∇






ε 

 العلاقتین:بالاستفادة أیضاً من و 







 ⋅

∂
∂

=
∂
∂
⋅






 ⋅

∂
∂

=
∂
∂
⋅ EE

tt
EEHH

tt
HH









2
1&

2
1 

  :أن نجد

.
2
1

2
1.).( 22 






 +

∂
∂

+=∧∇− HE
t

JEHE µε


 

 نحصل على العلاقة التالیة: Vمكاملة على كامل الحجم وبعد ال

.
2
1

2
1)( 22∫∫∫ 






 +

∂
∂

+⋅=∧⋅∇−
VVV

dVHE
t

dVJEdVHE µε

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S،غتعریف متجهة بوینتنعلى الطرف الأیسر من المعادلة السابقة، مع الأخذ بعین الاعتبار  صق مبرهنة غو یطبویت


 
 :بالعلاقة
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) تقُاس بوحدة القیاس واط على متر مربع، حیث )2W/m][ =S

، 
 تؤول المعادلة التكاملیة الأخیرة إلى الشكل الآتي: 

)22(   .)
2
1

2
1( 22∫∫∫ +

∂
∂

+⋅=⋅−
VVS

dVHE
t

dVJESdS µε


 

 Sبالسـطح المغلـق دودحـالم Vالحجـمالـى  خلادالـ ةالطاقـة الكهرطیسـی تـدفقإلـى  لتـدفقل تشیر الإشارة السالبةتعریف بال
ـــزمن ـــي حـــین ،فـــي وحـــدة ال ـــة تُشـــیر ف ـــى  الإشـــارة الموجب ـــدفقإل ـــة الكهرطیســـیة  ت  دودحـــالم Vمـــن الحجـــم الخـــارجالطاق

  .Sبالسطح
 Sالســطح إلــى الــذي یــدخل  فــي وحــدة الــزمنلكهرطیســیة الطاقــة ا تــدفقأن  (22)نســتنتج مــن المعادلــة علــى ذلــك،  بنــاءَّ و 

طـرف الكهرطیسیة في وحدة الزمن (الحـد الثـاني فـي التزاید الطاقة إلى  یساوي) 22(الطرف الأیمن من المعادلة  المدروس
مــن (الحــد الأول فــي الطــرف الأیمــن  فــي وحــدة الــزمن بفعــل جــول ) مضــافاً إلیهــا الطاقــة الضــائعة22الأیمــن مــن المعادلــة 

Sتعبّر المتجهةبالتالي، و . )22المعادلة 


بمعنـى آخـر  .عن تدفق الطاقة الكهرطیسیة في نقطـة مـا مـن السـطح المغلـق 
 .ى، عندما تجتاز سطحاً ما من جهة إلى أخر الكهرطیسیة المنقولة بواسطة الموجة )القدرة( الاستطاعةعبّر عن ت

 بالعلاقة: ،w ،سیةتُعرّف كثافة الطاقة الكهرطی
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 شحنات وتیارات بالعلاقة: لا تحتويتدفق الطاقة الكهرطیسیة في منطقة یُعطى 
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 . مصونیة الشحنةصریحٍ عن قانون الاستمرار التي تُعبّر بشكلٍ معادلة تشابه  العلاقةوهذه 
 ي الحالة المستقرة:ف (24)دراسة العلاقة 

لـزمن) فـي االمسـتقرة (أي غیـر المتغیـرة مـع  تدفق للطاقة بالنسبة للحقول السـاكنة أو یمكننا بسهولة أن نستنتج، أنه لا یوجد
 وي شحنات وتیارات، ونلاحظ ذلك من العلاقة التالیة:الأوساط التي لا تح
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/0فقـة للمسـاواةاالمو ، تقرةالحالة المسـفي الواقع، إذا درسنا  =∂∂ tξفـي  طاقـة الحقـل الكهرطیسـيفـإن  ،، كحالـة خاصـة

وهكــذا، ض ضــیاع الطاقــة علــى شــاكلة حــرارة جــول بتــدفق طاقــة الحقــل الكهرطیســي مــن الخــارج. ویُعــوَّ  لا تتغیــر Vالحجــم
Sللمتجهــةنقتنـع بـأن 


وبالتـالي، تأخـذ أبعــاد الـواط علــى  فـي الوســط. Vفـي الحجــم ى كثافـة طاقــة الحقـل الكهرطیســيمعنــ 

 متر مربع.
∫،الجملـة المدروسـةلا تشـع وإذا عدنا إلى الحالة الخاصة الأخرى، عندما  =⋅

S

dSnS 0
، فـإن إصـدار حـرارة جـول مـرتبط 

فـي  علـى أنهـا كثافـة طاقـة الحقـل الكهرطیسـي wتفسیر بالتالي، یمكن و . Vفي الحجمطاقة الحقل الكهرطیسي  بتناقص
ة الضـوء شـد تُمثِّـلُ  الوسـطىقیمتهـا  بكـونأهمیـة متجهـة بوینتنـغ فـي علـم الضـوء،  كمـنوتفـي الوسـط أیضـاً.  Vالحجم

 .الضوءاتجاه انتشار  المنتشر، واتجاهها یُحددُ 
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 Classification of Electromagnetic Fields :تصنیف الحقول الكهرطیسیة 5-
 الحقول:هذه بین  نمیّزسالآن . و التي تصف الحقول الكهرطیسیة بشكل عام لقد ناقشنا سابقاً معادلات مكسویل

 ،ســتقلة عــن الــزمنوتكــون هــذه الحقــول م ســاكنةالكهربائیــة الشــحنات الالحقــول عــن : تنــتج هــذه الحقــول الســاكنة .١
 وتكتب معادلات مكسویل بالنسبة لهذه الحقول بالشكل التالي:
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 .مغنطیسينلاحظ في هذه الحالة عدم وجود ترابط بین الحقلین الكهربائي وال
  الحقول المستقرة: .٢

 حقـول مسـتقلة عـن الـزمن. لـذا، تكتـب، وتكـون هـذه التها ثابتـةاسـرعتتولد هـذه الحقـول عـن حركـة الشـحنات التـي 
 هذه الحقول بالشكل التالي:التي تصف معادلات مكسویل 
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 .ةثالث، وذلك من خلال المعادلتین الأولى والمغنطیسيفي هذه الحالة، یوجد ترابط مباشر بین الحقلین الكهربائي وال
  الحقول المتغیرة ببطء: .٣

JtEتغیرات الحقل تحقق الشرطهذا یعني أن 


<<∂∂  ، لذا، تكتب معادلات مكسویل بالشكل:/
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Eهنا، یوجد ترابط مباشر بین


Bو 


 ، وذلك من خلال المعادلة الثانیة.

  الحقول المتغیرة بسرعة: .٤
JtEول الشرطتحقق هذه الحق


>>∂∂  :ومنه تأخذ معادلات مكسویل الصیغ التالیة، /
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Eوالترابط واضح بین الحقلین


Bو 


 .الثانیةالأولى و في المعادلتین  
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 :Electromagnetic Field Momentumاندفاع الحقل الكهرطیسي  6-
غلقـة . ومـن أجـل تعیـین هـذه الكثافـة نتأمـل جملـة مإضافةً إلـى كثافـة الطاقـة یمتلـك الحقـل الكهرطیسـي كثافـة انـدفاعٍ 

. فــإذا فرضــنا أن تــوزع Vمؤلفــة مــن حقــلٍ وجســیماتٍ مشــحونةٍ، ونــدرس تغیــر انــدفاع هــذه الجســیمات الموجــودة فــي الحجــم
لمعینــة لشــحنات والتیــارات افــي ا المــؤثرة كثافــة القــوة الكهرطیســیةمســتمر، فإننــا نجــد باســتخدام مفهــوم  تــوزع هــوالشــحنات 

BJEdVFdfem بالعلاقة
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 الاندفاع الكلي للجسیمات.  
Jو ρةكتابوب


Dبدلالة المتجهین 


Hو 


DHJ،)1(من معادلتي مكسویل   

D،)3(و  ، =∇×−
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⋅∇=ρ، :نجد  
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أن  رین، ولا بــد هنــا مــن مراعــاة هــذا التنــاظر. غیــریجــب أن یكونــا متنــاظ مغنطیســيمــن المعلــوم، أن الحقلــین الكهربــائي وال
 :یمنبالتالي كي تصبح متناظرة نُضیف الحد الآتي إلى طرفها الأو متناظرة،  لیست (29)المعادلة 
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BEالثانیة،مكسویل  تي، كما یبدو من معادلالذي یساوي الصفر 

∇⋅=0الرابعة،و  ،∇∧=− B
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المعادلـة عندئذٍ تـؤول و . 
 إلى الشكل التالي: (29)
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)حیث ) DBBDBD
dt
d 

∧+∧=∧. 

ي مـن الواضـح أن التكامـل السـطح إلى التكامـل السـطحي، حیـث (30)یمكننا هنا الانتقال من التكامل الحجمي في العلاقة 
ة الثانیـــة. ویـــؤول التكامـــل الســـطحي هـــذا إلـــى الصـــفر عنـــدما یـــزداد الســـطح إلـــى وي جمیـــع متجهـــات الحقـــل ذات المرتبـــیحــ

تنــاقص متجهــات الحقــل بشــكل أســرع مــن تنـاقص الدالــة یطةاللانهایـة، شــر 
r
. إذا تحقــق ذلــك، أمكننــا إهمــال هــذا التكامــل، 1

 إلى الشكل: (30) لمعادلةاتؤول  ءاً علیهانبو عند الانتقال به إلى حجم لامتناهي في الكبر. 
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 ومن ثمَّ 
( ) .const=∧+ ∫ dVBDPem
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 ارعلى أن الاندفاع الكلي للجملة المغلقة المؤلفة من حقل وجسیمات یبقى محفوظاً. یسمى المقدالأخیرة تدل العلاقة 
)32(      BDgem


∧= 

 .لحقل الكهرطیسيندفاع االحجمیة لا كثافة الب
. وهكذا، نجد أنه إضافة إلى تحقق قانون مصونیة الطاقـة الكلیـة للحقـل الكهرطیسـي یتحقـق قـانون مصـونیة اندفاعـه

نـدفاع ا، تناقصـاً فـي للانـدفاعالتأثیرات المتبادلة بین الحقـول والجسـیمات. ویقابـل اكتسـاب الجسـیمات  یتم ذلك عند حدوثو 
، عنــــد الإشــــعاع مــــثلاً، بتزایــــد انــــدفاع الحقــــل ةرافــــق ضــــیاع انــــدفاع الجســــیمات المشــــحونیت الحقــــل، والعكــــس بــــالعكس. إذْ 

 الكهرطیسي.
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 للمطالعة:
م.، وأثبــت 1901أول مــن تنبــأ بنظریــة تحقــق انــدفاع الحقــل الكهرطیســي فــي عــام  Lebedeevیف یكــان العــالم لِبــد

لا یمكــن أنــه وط العادیــة صــغیر جــداً، لدرجــة وجــود الضــغط الضــوئي تجریبیــاً. ویكــون انــدفاع الحقــل الكهرطیســي فــي الشــر 
رئیس فـي ولـه الـدور الـ ،انـدفاع الجسـیماتبعندها قیاسه. لكن هذا الاندفاع یبدو في مجال الظواهر الذریة ذو قیمـة مقارنـةً 

وم وفـي جمیع ظواهر التأثیرات المتبادلة بین الإشعاع والمادة، إضافة إلـى دوره المهـم فـي العملیـات التـي تحـدث داخـل النجـ
ة كثافـة أجوائها، وفي الظواهر الأخرى التي تتصف بأبعاد كونیة. وأخیراً، یمكننا التأكد من صحة العلاقـة التـي تـربط متجهـ

Sومتجهة بوینتنغ  emgالاندفاع الكهرطیسي


 ، التي تأخذ الشكل التالي:
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  سرعة انتشار الحقل الكهرطیسي في الوسط المدروس، التي ترتبط مع خواص الوسط بعلاقة مكسویل التالیة: υحیث
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 لشكل التالي:با (31)، یمكن إعادة كتابة قانون مصونیة الاندفاع الكلي (32)إذا أخذنا بعین الاعتبار العلاقة 
                                            .constgP emem =+


 

اسـه أثنـاء انعك یمـارسإضافة لما ذكرنـاه سـابقاً، ینـتج مـن القـانون الأخیـر لمصـونیة الانـدفاع أن الحقـل الكهرطیسـي 
یر الضـغط الضـوئي تسـارعاً فـي اتجـاه أو امتصاصه من قبل الجسم ضغطاً ضوئیاً. لو كان الجسم حراً، لاكتسب تحت تأث

 حركة الحقل، أي لازداد اندفاعه. 
وجـة المنقول من قِبـل المإلى الاندفاع الناتج عن الموجة الكهرطیسیة، والمطبق على الجسم الماص یساوي الضغط 

 إلى الجسم خلال واحدة الزمن في واحدة السطح. 
 :من قِبل هذا السطح، فإن ضغطها یساوي متصاصها بشكل كاملوا على سطح ما، اً عند ورود موجة كهرطیسیة ناظمیو 

                               ,1 ξεµ
εµ

=== EHgP em 

HE:حیث µε )و = )HBED +=
2
1ξ  .بالتـالي، تسـاوي القیمـة العددیـة لضـغط و كثافة الطاقة الكهرطیسـیة للموجـة

 ة طاقة الموجة في حالة الامتصاص الكلي.الموجة الكهرطیسیة إلى كثاف
 عــن ســطح الجســم یتغیــر انــدفاع الموجــة بشــكل مغــایر لمــا ســبق، ویكتســب الســطح انــدفاعاً  أمــا فــي حالــة الانعكــاس الكلــي

)بالتالي، یكون الضغط في هذه الحالة أكبر بمرتینو أكبر بمرتین منه في حالة الامتصاص الكلي.  )ξ2=P  ًأیضا. 
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 :The Critical Conditionsالشروط الحدیة  7-
ة بــین الأوســاط المادیــ الحــدود الفاصــلةمــن قرب بــال، دراســة تغیــرات الحقــل الكهرطیســي یُقصــد بالشــروط الحدیــة

ـــادیر عنـــد الحـــدود  وانقطاعهـــامركبـــات الحقـــل الكهرطیســـي  راراســـتمنرى حـــالات ســـ. σو µو εالمختلفـــة الممیـــزة بالمق
 .بمساعدة معادلات مكسویل بصیغها التكاملیة الفاصلة

Bللحقلاستمرار المركبة الناظمیة  -1.7


: 
Bمغنطیسيلحقل التحریض ال للمركبة الناظمیةلدراسة الشرط الحدي 


 كسویل بصیغتها التكاملیة:ننطلق من معادلة م 

)35(    ∫∫ =⋅=⋅
SS

SdnBSdB .0


 

، 1σو 1µو 1εبالمقادیــــر لأولا رســماً توضــیحیاً للســطح الفاصــل بــین وســـطین مختلفــین یتمیــزالمبــین أدنــاه  لالشــكیوضــح 
  .2σو 2µو 2εالثاني بالمقادیرو 

ــتكن . عندئــذٍ، الســطح الفاصــلممــاس  واحــدة محمــول متجــه teوعلــى النــاظم للســطح الفاصــل  واحــدة محمــول متجــه neل
Bنحلل


 إلى مركبتین بالشكل التالي: 

)36(   .&; BeBeBBeBeBeBB nttnnttnn


∧=⋅=⋅=+= 

 1Sالعلویـة قاعدتـه سـطحو  ؛h، بسماكةغشاءً رقیقاً أسطواني الشكلعلى السطح الفاصل للوسطین المختلفین  الآن نُنشئ
 . 3S، وسطحه الجانبي2Sسطح قاعدته السفلیةو 

 :بالشكل (35)المعادلة وعلیه یمكننا كتابة 
)37(    0

31 2

332211 =⋅+⋅+⋅ ∫∫ ∫
SS S

dSnBdSnBdSnB 
 

 ، فنجد:(36.2)نختار الاتجاه الموجب للناظم من الوسط الثاني إلى الوسط الأول. ثم نطبق العلاقة 
,0321 21

=+− SBSBSB nn 
 على السطح الجانبي.  سيمغنطیالقیمة الوسطي لحقل التحریض ال Bحیث

,0، مما یؤدي إلى أنh→0للحصول على الشرط الحدي نجعل السماكة 3021 =→= SSSS،  َّومن ثم: 
.0;0)( 0021

≠=− SSBB nn 
 ومنه:

)38(   ( ) 021 =−⋅ BBen

 أو  
21 nn BB = 

1n 

2n 

h 
1nB

 

2nB
 

1t
B
 

2t
B
 

2B
 

1B
 

0S
3S

1S

111 ,, σµε

222 ,, σµε
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مســتمرة علــى الســطح الفاصــل بــین الوســطین  مغنطیســيناظمیــة لحقــل التحــریض العلــى أن المركبــة ال (38)تــدل العلاقــة 
 المختلفین. أي أن:

)39(    .
1

2
21

2

1

21 µ
µµµ =⇒=

n

n
nn H

H
HH 

Hمغنطیسيال للحقلنستنتج من ذلك، أن المركبة الناظمیة 


12منقطعة على السطح الفاصل بمقدار  / µµ. 
Eللحقلالمركبة الناظمیة  انقطاع -2.7


: 

Dلدراسة الشرط الحدي للمركبة الناظمیة لحقل التحریض الكهربائي


 ننطلق من معادلة مكسویل الأولى: 
)40(      ∫ =⋅

S

qSdD .


    

 الخطوات السابقة نفسها، نجد: بإتباع
;)( 021

qSDD nn =− 
 ومن ثمَّ:

)41(     ,/ 021 snn SqDD σ==− 
 المختلفین. المادیین كثافة الشحنات السطحیة على السطح الفاصل بین الوسطین sσحیث

Dالتحـریض الكهربـائي  حقـلل المركبـة الناظمیـةج أن سـتنتوهكذا، ن


طین، عنـدما علـى السـطح الفاصـل بـین الوسـ منقطعـةً  
تكــون  العــوازل، لأنهــا تملــك كثافــة ســطحیة للشــحنات. وعنــد النواقــلتوجــد علیــه شــحنات ســطحیة. وهــذه الحالــة تســود عنــد 

 شحنات سطحیة.  وي على كثافةتح ، لأنها لامستمرةً المركبة الناظمیة هذه 
Eالكهربــائي للحقــلالمركبــة الناظمیــة خلافــاً لــذلك، تكــون و 


، وتكــون قیمــة الانقطــاع ةوالناقلــ ةالعازلــ المــواد عنــد منقطعــة 

εσمســاویة /sللحقــل  . إذاً، یعبّــر عــن شــرط انقطــاع المركبــة الناظمیــةE


العلاقــة التــي  بالحســبانبالعلاقــة الآتیــة، آخــذین  
EDتربط بین متجهتي التحریض الكهربائي والحقل الكهربائي


ε=: 

)42(    .
21 21 snn EE σεε =− 

Eالكهربائي  للحقلاستمرار المركبة المماسیة  -3.7


: 
فــي  2hول و فـي الوســط الأ 1hوعرضــه طولـه علــى السـطح الفاصـل بــین الوسـطین مسـتطیللننشـئ غشـاءً علـى شــاكلة 

 . نطبق معادلة مكسویل الثانیة، فنجد:الآتي للجولان، كما في الشـكل الوسط الثاني. ونأخذ الاتجاه الموجب

;∫ ∫ ⋅
∂
∂

−=⋅
C S

SdB
t

dE





 

 ومن ثمَّ 

.)()( 122211 SdB
t

hdhdEdEhdhdEdE
S

A

D

D

C

C

B

B

A








⋅
∂
∂

−=+⋅+⋅++⋅+⋅ ∫∫∫∫∫ 

 
1nE

 

2nE
 

1t
E
 

2t
E
 

1E
 

2E
 2h

1h111 ,, σµε

222 ,, σµε
2

1A B

C D



 حسن سلیمانأ. د.                                                     2024/2025 للعام الدراسي الكهرطیسیة في محاضرات

 - ١٥ - 

 :ومن ثمَّ 

( ) ,2111221 1122211
hh

t
BEhEhEhEEhEhE n

nnntnnt +
∂
∂

−=+++−−−  

 .الوسطي عبر الغشاء الرقیق مغنطیسيق الالتدف nBحیث
01عندماو  →h 02و →hومن ثمَّ ، ، فإن مساحة المستطیل تتناهى إلى الصفر:  

( ) 0;0
21

≠=−  tt EE 
 ومن ثمَّ:

)43(    0
21
=− tt EE   أو ( ) 021 =−∧ EEen

 

Eللحقــل بــة المماســیةالمرك نلاحــظ هنــا، أن


المركبــة  انقطــاعمســتمرة عنــد الســطح الفاصــل. ویمكننــا بســهولة، أن نســتنتج  

المماسیة لكثافة التیار، الذي یبلغ المقدار
2

1

σ
σحیث لدینا ،EJ


σ= نجد: )43(. بالتعویض في العلاقة 

)44(      .
2

1

2

1

σ
σ

=
t

t

J
J

   

Hالمغنطیسي  للحقلاستمرار المركبة المماسیة  -4.7


: 
Hللحقل نحصل على الشرط الحدي للمركبة المماسیة


 معادلة مكسویل الرابعة: باستخدام 

.Sd
t
DJdH

SC








⋅







∂
∂

+=⋅ ∫∫ 

 نفس الخطوات في الفقرة السابقة، نجد: بإتباع

( ) .)( 212121 212121
hh

t
DJHhHhHhHhHH n

nnnnntt +
∂
∂

+=−−++−  

 إذا كانـــت ســـرعة تغیـــر حقـــل الإنزیـــاح الكهربـــائي محـــدودة، و المركبـــة الناظمیـــة لكثافـــة التیـــار صـــغیرة جـــداً، بحیـــث یمكـــن
01عندماو إهمالها،  →h 02و →h، المساواة فإننا نحصل على: 

( ) ;0
21
=− tt HH 

 ومن ثمَّ 
)45(      .

21 tt HH = 
Hللحقل المماسیةالمركبة  هذا یعني، أن


Bللحقـل على السطح الفاصل. ولكن المركبـة المماسـیة مستمرة 


 تكـون منقطعـة 

21، ومقدار هذا الانقطاع یساويعلى السطح الفاصل / µµ : 

)46(      .
2

1

2

1

µ
µ

=
t

t

B
B

 

، ومــن جهــة snJ، لأنهــا تملــك كثافــة تیــار ســطحیة)44(ح العلاقــة للا تصــ الناقلیــة الفائقــةفــي المــواد التــي تتمتــع بخاصــیة 
Eأخرى یكون الحقل الكهربائي


) σ=∞مساویاً الصفر، لأن  )EJ


σ= . بالتالي:و 

)47(          .
21 sntt JHH =− 

02فإن  ،2σ=∞ كبیرة جداً، إذا كانت ناقلیة الوسط الثاني =E 02و =H . َّإلى الشكل: )47(تؤول العلاقة ومن ثم 
.

1 snt JH = 
 ومن ثمَّ 
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)48(  snn JHe


snn   ومن ثمَّ   ∧= JHe


=∧ 

snJالكثافــة الســطحیة للتیــار  متجــه نســتنتج مــن ذلــك، أن


Hمغنطیســيعلــى اتجــاه الحقــل ال عمــودي 


ویقعــان فــي نفــس  
 المستوي. 

 :الآتيالفقرة بالجدول ه في هذ جمیع كل المعادلات التي تمّ دراستهایمكن ت
 الوصف الشكل التفاضلي الشكل التكاملي
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 : حالة عامة

 حقول متغیرة مع الزمنال
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  :حالة عامة

 حقول ساكنةال

0=⋅

=⋅

⋅−=⋅

⋅+⋅=⋅

∫

∫∫

∫∫

∫∫∫

S

VS

SC

SSC

SdB

dVSdD

SdB
dt
dldE

SdD
dt
dSdJldH









ρ
 

0=⋅∇

=⋅∇
∂
∂

−=∧∇

∂
∂

=∧∇

B

D
t
BE

t
DH











ρ

 

 حقول متغیرة مع الزمنال
 والأوساط المادیة

 (مثالیة) ةلامكعوازل 

0,0 == Jρ 
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والأوساط  حقول ساكنةال

  ةلامكعوازل المادیة 
0,0 == Jρ 
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 حقول متغیرة مع الزمنال

 والأوساط المادیة
 نواقل جیدة

tDE ∂∂>> /σ 
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والأوساط  حقول ساكنةال

متجانسة،  نواقلالمادیة 
0≠σ  

 ،جمیع الحقول تساوي الصفرن مع الزم المتغیرةفي الحالة 
H≠0و الحقل الكهربائي یساوي الصفر الساكنةأما في الحالة 


 

عندما تكون الأوساط 
 ةكاملنواقل المادیة 
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 :Examplesأمثلة محلوله  6-

)  لدینا حقل كهربائي من الشكل: .۱ ) .
2

2
0

2

2
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zx ezyx
a
E

e
a

xE
E 

+−=  

)بفرض أن  )yfEy  والمطلوب: ،في كل مكان من الفراغ ρ=0، وyللمتحولتابعة فقط  =
)إیجاد  -ثانیاً  .yEإیجاد المركبة  -أولاً  )tB


فة تحدید كثا -ثالثاً  اللازمة للحصول على دوّار الحقل الكهربائي. 

)التحقق من صحة العلاقة  -رابعاً  تیار الناقلیة على فرض، أن كثافة تیار الإنزیاح تساوي الصفر. ) 0. =∇ tB


. 

3التحقق من أن دوار الحقل الكهربائي  -خامساً 
04 r

rqE


πε
المتولد عن شحنة نقطیة یساوي الصفر في أیة  =

  نقطة من الفراغ.
  الحل:
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  ومنه:
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 التي تأخذ الشكل: المطلوب مغنطیسيالنهائیة للحقل الالعلاقة ومنه نحصل على 

                                ( ) ( ) .2
2

0
yxyyxx eezt

a
EeBeBtB 

−=+= 

JB إلى الشكل الأولىسویل تؤول معادلة مكثانیاً  حسب معطیات الطلب :ثالثاً 


0µ=∧∇          :َّومن ثم 
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)نلاحظ من الطلب الثاني أن :رابعاً  )tB
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.       لدینا من الفرض:   :خامساً 
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)              ومن ثمَّ  )
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∇∧=0بالتعویض والترتیب في معادلة الدوار السابقة، نجد  E


. 
/0على المعادلة صطبق مبرهنة غو  .۲ ερ=⋅∇ E


 من أجل الحصول على قانون كولون بین شحنتین كهربائیتین. 

  الحل:
ئي النــــاتج عــــن الشــــحنة لحــــل هــــذه المســــألة، نبــــدأ بإیجــــاد الحقــــل الكهربــــا

. یمكننا اعتبار الشـحنة النقطیـة حالـة المجاور، كما في الشكل 1qالنقطیة
 حدیة لتوزع حجمي للشحنة، عندما یؤول الحجم إلى الصفر.

ـــــة ـــــتكن الشـــــحنة النقطی ـــــة، نصـــــف  1qل متوضّـــــعة فـــــي مركـــــز كـــــرة خیالی
علـى  ρمن تكامل كثافة الشـحنة الحجمیـة 1qولنحسب الشحنة Rقطرها

 حجم الكرة. 

∫∫  الآتیة: معادلة مكسویلطرفي لنأخذ إذاً التكامل الحجمي ل ==⋅∇
VV

qdVdVE
0

1

0 εε
ρ

 

01إلى التكامل السطحي:التي تسمح لنا بالانتقال من التكامل الحجمي  غوصونطبق هنا مبرهنة  /ε∫∫ =⋅
S

qdsnE 
  

nEالضرب السلّمي تناظر المسألة المدروسة یبقى فضلوب .  لـذا التـي تحـوي الشـحنة المدروسـة جمیع نقاط الكرةثابتاً عند ،
 یمكن أن نكتب:

R

ρ

1q

 كرة
  R نصف قطرها
 V وحجمها
 S وسطحها
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 /= . 

 بالعلاقة هاجوار في  تقع q شحنةٍ  في 1qبها الشحنة ؤثرتي تتعطى القوة الكهربائیة ال
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 لیست سوى قانون كولون.وهذه العلاقة 
yxالتالي: الكهربائي الحقللدینا  .۳ ecxecyE 

  والمطلوب ،=−+
ـــــــیّن فیمـــــــا إذا كـــــــان Eالحقـــــــل ب


ـــــــم أم لا اً ظـــــــو محف  أحســـــــب قیمـــــــة  ث

∫الجولان ⋅ ldE


 .المجاور على المسار المبین في الشكل 

  الحل:
یجب أن  اً محفوظلكي یكون الحقل الكهربائي ة، في الحالة العام أولاً:

∇∧=0الشرطیحقق  E


 ،(دوران الحقل الكهربائي یساوي الصفر) 
 ولكن
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 لا یمكن هنا تحدید تابع كمونه. وبالتالي محفوظ، لى أن الحقل المعرف غیرعة خیر تدل الأومن ثمَّ 
 لدینا :ثانیاً 
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∇⋅=0لدینا :ثانیاً  B
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:  وبالتعویض العلاقة الأخیرة في عبارة كثافة التیار نجد أنَّ
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                                      ( ) ∫ ==∴ ., cxycxdyyxBy 

Eلكهربائي تُعطى علاقة الحقل ا .٥


 بالشكل التالي: 
( ) yx eyaxeyaxaxyE 

222 ++= 
 والمطلوب: ،ثابت aحیث
∫ أوجــــــــــــــــــــــــــد جــــــــــــــــــــــــــولان الحقــــــــــــــــــــــــــل الكهربــــــــــــــــــــــــــائي -أولاً  ldE


ــــــــــــــــــــــــــى  . عل

)المسار ) ( ) ( )2,10,10,0:1 →→C المجاور في الشكل المبین. 
xyى المسارأوجد الجولان عل -ثانیاً  2=:( ) ( )2,10,0:2 →C. 
 اً الحقـل محفوظـ بیّن فیمـا إذا كـانالأول والثاني  یناستناداً إلى نتیجة الطلب -ثالثاً 
 .أم لا
Eأوجد  -رابعاً 


 ، ماذا تستنتج؟ ∇∧

 الحل: 
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 : الحقل الكهربائي المدروس في هذه المسألة غیر محفوظ، لأن:ثالثاً 
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 من جهة أخرى:
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 ومنه نستنتج أن: 
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⋅∧∇=⋅ ∫∫     

، والمطلــوب xyعلــى كامــل المســتوي) C/cm2 (مقــدرة بوحــدة القیــاس 0Sρ یمتــد لــوح بكثافــة شــحنة ســطحیة منتظمــة .٦
 لتوزع شحنة اللوح بالشكل التفاضلي. صكتابة قانون غو 

  الحل:

azلنأخــذ شــریحة مــن الشــحنات متوضّــعة بــین المســتویین azو  =+ )بكثافــة شــحنات ســطحیة =− ) C/cm2
0Sρمــا ، ك

. تُعطـــى الشــحنة لكـــل وحــدة ســـطح مـــن zكثافــة الشـــحنة الحجمیــة كتـــابع لـــ  (b). ویبــین الشـــكل (a)هــو مبـــین فــي الشـــكل 

∫الشــریحة بالتكامــل التــالي
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==
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sadz 000 2 ρρρ وقیمــة هــذا التكامــل تســاوي المســاحة الواقعــة تحــت المنحنــي فــي الشــكل

)b(.  لنفــرض الآن، أنa 0یــتقلص إلــى الصــفر، فتــزدادρ 0إلــى اللانهایــة مــع بقــاءSρ والشــكل  ،ثابتــة)c(  الرســم یوضــح
 التخطیطي لهذه النتیجة.

)ل بالمقدارویُمثَّ  دیراك -دلتاتابع الذي یصف هذه الحالة بیدعى التابع  )zs δρ )، حیث0 )zδ یة:یحقق الخواص التال 

( )




=∞
≠

=
.0
;00

zfor
zfor

zδ  

( ) ( ) .1
2
1lim

0

0

0

=== ∫∫∫
+=

−=
→

+=

−=

∞

−∞=

az

az
a

z

zz

dz
a

dzzdzz δδ  

)(a )(b )(c

 كثافة الشحنة
 ةالحجمی

 كثافة الشحنة
 المساحة الحجمیة

 المساحة

0=z a−az = 0az −=
z

a 0

02 ρa=
0sρ=

0sρ=

z

0ρ

( )zs δρ 0



 حسن سلیمانأ. د.                                                     2024/2025 للعام الدراسي الكهرطیسیة في محاضرات

 - ٢٣ - 

ـــــة لكثافـــــة الشـــــحنة الســـــطحیة لشـــــریحةٍ  ـــــة الموافق ـــــة الشـــــحنة الحجمی  z=0فـــــي المســـــتوي  متوضّـــــعةٍ  وهكـــــذا، تكـــــون كثاف
)مساویةً  )zs δρ  : الآتي بالشكل التفاضلي غوصیُكتب قانون  ومن ثمَّ  ،0
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zE s δρ
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0zzإذا كانت الشریحة متوضّعة في المستوي و  0zzینـزاح تابع دلتا إلى  =  :الآتي، ویكتب بالشكل =
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 ویأخــــــذ الشــــــكل فــــــي هــــــذه الحالــــــة صیُعــــــدّل قــــــانون غــــــو و 

( )0
0

0 zzE s −=⋅∇ δ
ε
ρ

. 

ســــــــــــطحاً فاصــــــــــــلاً بــــــــــــین  المجــــــــــــاور یبـــــــــــین الشــــــــــــكل .۷
 الحقـول منتظمـة. بفـرض أن z>0و z<0وسطین

ومســتقلة عــن الــزمن فــي كــلا الوســطین، وتعطــى كثافــة 
 التیار في الوسط الأول بالعلاقة:

.62 000111 zyxzzyyxx eJeJeJeJeJeJJ 
++=++= 

1Eمن والمطلوب إیجاد كلٍ 


2Eو 


 .z=0على السطح sσباستخدام الشروط الحدیة ثم كثافة الشحنات السطحیة 
EJالمعادلة المادیة من أجل الحقول المنتظمةطبیق تب :الحل: أولاً 


σ=  َّنجد أن 

[ ];6262

0

0

0

0

0

0

0

0

1

1
1 zyxzyx eeeJeJeJeJJE 




++=++==
σσσσσ

 

.222
2

2
2 zzyyxx eEeEeEJE 




++==
σ

 

Eومن شرط استمرار المركبة المماسیة لـ


  نجد: 
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          :zE2 ومن جهة أخرى، نجد من شرط استمرار المركبة الناظمیة لكثافة التیار المركبة
( ) zzzzz EEJJJJe 22112121 or0 σσ ==⇒=−⋅

  
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Dالإزاحة الكهربائي  لحقلنجد كثافة الشحنات السطحیة من شرط انقطاع المركبة الناظمیة  :ثانیاً 


: 
( ) szzsz DDDDe σσ =−⇒=−⋅ 2121
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  وهو المطلوب. معدومة z=0على السطح sσكثافة الشحنات السطحیةتكون  ومن ثمَّ  
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Sللمركبــة الناظمیــة لمتجهــة بوینتنــغأوجــد الشــرط الحــدي  .۸


علــى الســطح الفاصــل بــین وســطین مختلفــین فــي الحالــة  
 العامة. ماذا نستنتج؟

)یُعبّر عن المركبة الناظمیة بالصیغة  الحل: )21 SSen


  تالیتین:طابقتین ال. وباستخدام الم⋅−

                                     ( ) ( );HeEeHE nn


∧∧∧=∧ 

                                   ( ) ( ) ( ).baccabcba

⋅−⋅=∧∧ 

 نجد:
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .2211221121 HeEeeHeEeeHEHEeSSe nnnnnnnn


∧∧∧⋅−∧∧∧⋅=∧−∧⋅=−⋅  

Hلنطبق هنا كلاً من شرطي انقطاع المركبة المماسیة للحقل


Eظمیة للحقلواستمرار المركبة النا 


 ، فنجد:
( ) ( )[ ]{ } ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ].122222 snnsnnnnnsnnn JEeeJEeeHeEeeJHeEee


∧∧⋅=∧∧⋅=∧∧∧⋅−+∧∧∧⋅  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .11121 nssnnnsnn eJEEJeeEeJeSSe 
⋅−⋅⋅−=∧∧⋅−=−⋅∴  

⋅=0ولكن لدینا sn Je
 . 

)تُصبح العلاقة الأخیرة من الشكل  بالتالي،و  ) 121 EJSSe sn


⋅−=−⋅ 

وتســاوي  منقطعــةأیــة نقطــة مــن الســطح الفاصــل فــي  المركبــة الناظمیــة لمتجهــة بوینتنــغنســتنتج مــن العلاقــة الأخیــرة، أن 
sJة المرتبطـــة بكثافـــة التیـــار الســـطحیةســـتطاعدرجـــة الانقطـــاع إلـــى كثافـــة الا


فـــي تلـــك النقطـــة. وعنـــد غیـــاب كثافـــة التیـــار  

Sللمتجهةالسطحیة، فإن المركبة الناظمیة 


تكـون مسـتمرة  
 بین الوسطین.

، x=0بوسـطٍ ناقـلٍ تـامٍ  x>0وسط عازل تـام رُ جاو یُ  .۹
ویُعطــى الحقــل الكهربــائي فــي  كمــا فــي الشــكل المجــاور
  :الآتیةالوسط العازل بالعلاقة 

( ) ( ) ( )[ ] ,sincoscossincoscos, 21 yy ezxtEzxtEtrE 
θβθβωθβθβω −++−−= 

 المطلوب:و ثوابت.   θو βو ωو 2Eو 1E حیث
a.  1العلاقة بین إیجادE 2وE. 
b. إیجاد كثافة التیار السطحي sJ 0على السطح=x. 
  الحل:
 :الناقل التام تساوي الصفر سطحالمركبة المماسیة لدیة، أن وط الحنعلم من الشر  أولاً:

( ) ( )[ ] 0sincos210
=−+=

=
θβω ztEEE

xy  

 یجب أن یكون: tو zكي تتحقق هذه المساواة من أجل جمیع قیم ول
                                            .0 2121 EEEE −=⇒=+ 

  ومن ثمَّ 
)1(    ( ) ( ) ( )[ ] .sinsincossin2, 1 yy eztxEtrE 

θβωθβ −= 
 :مغنطیسيللحقل ال المماسیةلمركبة لتساوي كثافة التیار السطحیة  ثانیاً:

[ ] [ ] 00
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== ∧−=∧−= xxxxs BeHeJ
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Bوهذا یتطلب منا تحدید


 من معادلة مكسویل الثانیة 
t
BE
∂
∂

−=∧∇



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)2(     ,z
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y e
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 نجد: (2)في  (1)العلاقة  تعویضبو 

( ) ( ) ( ) ( ) ,sinsincoscos2cossincoscossin2sin 11 zx eztxEeztxE
t
B 


θβωθβθβθβωθβθβ −+−=
∂
∂

−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zx eztxeztxEtrB 
θβωθβθθβωθβθ

ω
β sincoscoscoscossinsincossinsin2, 1 −−−−=  

(3) 
 . وبالتالي:على سطح الناقل التام مغنطیسيوهكذا، نحصل على حقل التحریض ال

)4(  [ ] ( )[ ] .sincoscos2 1
0 zx eztEB 

θβωθ
ω
β

−== 

 :حیث نجد x=0 ونحصل أیضاً على كثافة التیار السطحیة عند السطح الفاصل

)5( [ ] ( )[ ] .sincoscos21 1
0 yxxs eztEBeJ 

θβωθ
ωµ
β

µ
−=∧−= = 

 تُعطى كثافة التیار الكهربائي في منطقةٍ ما بالعلاقة: .۱۰
( ) ( ) .233 zyx ezeyexJ 

++−+= 
أوجــد تــدفق التیــار الكهربـــائي الخــارج مــن ســطح صـــندوقٍ 
 محدد بالمستویات الخمسة الآتیة، وذلك بطـریقتین، الشـكل

  :المجاور

.33;0;2;0;0 =+==== zxzyyx                         
أن اتجـــاه متجـــه الواحـــدة العمودیـــة علـــى الســـطح  دُّ هنـــانعـــ

∫خارجــاً منــه، بحیــث یُعطــي المقــدار ⋅ SdJ


تــدفق التیــار  

 الكهربائي الخارج من السطح المدروس في هذه المسألة.
  الحل: الطریقة الأولى:
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ل علـى مركبـة عنصـر السـطح باتجـاه متجـه و حصـال ممـا یعنـي أن ،متجهة الواحـدة الناظمیـة علـى هـذا السـطح neحیث أن
 ما یلي: اءجر ، تستوجب إzeالواحدة
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 بالتالي، یكون التدفق الكلي الخارج من السطح مساویاً:
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 الطریقة الثانیة:
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  الحل:
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 بشكل مشابه نحصل على المشتق الجزئي بالنسبة للزمن:
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 وبنفس الطریقة نجد:
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 ات الجزئیة السابقة التي حصلنا علیها في المعادلة الموجیة المعطاة في المسألة المطروحة، فنجد:نعوض المشتق
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 .هعلى عكس تحویلات غالیلی تحویلات لورانتسة لا متغیرة تحت وهذا یعني أن المعادلة الموجی
یـه فقـد. ثـم أكتب معادلة الحركة للإلكترون في الأوساط التالیة: البلازما، والناقل، والعازل التام، والعـازل الـذي یحصـل ف .۱۲

 ناقش كل معادلة على حده.
  الحل:

 في وسط ما یُطبق علیه حقلاً كهربائیاً متغیراً بالنسبة للزمن. eوشحنته mلنعتبر إلكتروناً ما كتلته
Eقتؤخــذ القــوة الكهربائیــة فقــط المــؤثرة علــى الإلكتــرون بفعــل الحقــل الكهربــائي المطبــ أولاً فــي البلازمــا البــاردة:


. تُكتــب 

 بالتالي، معادلة الحركة بالشكل التالي: 
.Eerm


 =  
 یمثل انزیاح الإلكترون عن موضع الاتزان  rحیث

ن ة. ویُعبّـر عـتـتم إعاقـة الإلكتـرون المتسـارع نتیجـة لعملیـة التصـادم مـع الشـوائب أو أیونـات الشـبكة المهتـز  ثانیاً في الناقل:
 . لذا، یمكننا كتابة معادلة حركة الإلكترون، كما یلي:υذلك بإضافة حد قوة التخامد التي تتناسب مع سرعة الإلكترون

,Eermrm


 =+ γ 
 عامل التخامد. γحیث

نـاتج یـد بالأصـل الیُفترض أنه لا یوجد في العازل المثالي تخامداً، غیر أن الإلكتـرون یـرتبط أو یُق ثالثاً في العازل المثالي:
 . یتأثر بالتالي، بقوة إرجاع متناسبة مع مقدار الإنزیاح:0ωطبیعي عنه بتردد

.2
0 Eermrm

 =+ ω 
دلـة التـالي، معابیتـأثر الإلكتـرون فـي هـذا الوسـط بالتخامـد وبقـوة الإرجـاع. تُكتـب  رابعاً وأخیراً في العازل غیـر عـدیم الفقـد:

 حركة الإلكترون، كما یلي:
.2

0 Eermrmrm
 =++ ωγ 

)هــل یحقــق الحقــل الكهربــائي .۱۳ ) ( ) ( )[ ] yetczftczftzyxE 
++−=  f+معــادلات مكســویل فــي الخــلاء، حیــث ,,,+−

)تابعین تحلیلیین اختیاریین للمتغیرات f−و )ctz  ، انظر الشكل الجانبي؟±
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یتحقق قانونا فراداي الحل:
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  وبالتالي:
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)بالنســـبة للمتغیـــرات f±عالمشـــتقات الثانیـــة للتوابـــ f′′±حیـــث )ctz . وهكـــذا، نجـــد أن المعادلـــة الموجیـــة للحقـــل الكهربـــائي ±

00/1تكـــون محققـــة، إذا كانـــت µε=c 0 صو غـــ. ویتحقـــق قـــانون. =
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=∇ yE
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أیضـــاً. وباســـتخدام قـــانون فـــراداي  

Hمغنطیسيأجل الحقل ال نحصل على العبارة الآتیة من

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Eبشـكلٍ واضـحٍ.  وهكــذا، نجـد أن صو وتحقـق هـذه العبـارة قــانون غـ


Hو 


المـرتبط بـه یحققــان معـادلات مكسـویل جمیعهــا  
 في الخلاء.
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  :Problemsمسائل  7-
cmCLنات بكثافـة خطیـةتوضـع شـح -1 /0ρ علـى امتـداد سـلك طویـل لانهـائي بشـكل مـوازي للمحـورz  ویمـر مـن خــلال

)النقطة  )00 ,φr 0في المستوي=z:والمطلوب . 
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 ل تكون خطوط كثافة التیار مغلقة؟اكتب معادلة الاستمرار من أجل التیار المستمر. هل لهذا التیار منابع؟ وه 3-
  لماذا تكون خطوط الحقل الكهراكدي مفتوحة دوماً؟ 4-
ـــة -5 مـــن وضـــع الســـكون، مـــن نقطـــة  mكتلتهـــا qتتحـــرك شـــحنة اختیاری

E، فیــــه فــــي حقــــل كهرطیســــي t=0المبــــدأ وفــــي اللحظــــة الزمنیــــة


Bو 
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    :)18.2(متعامدین ولهما الشكل 
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 xثابتـــان. والمطلـــوب: إیجـــاد معـــادلات الحركـــة للشـــحنة 0Bو 0Eحیـــث
 ، مع الأخذ بعین الاعتبار، أن:zو yو
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 بالعلاقة التالیة: 6.4.2تُعطى سرعة الشحنة الاختیاریة في المسألة  6-
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  لشـــــــــــــحنة، حیـــــــــــــث:                                           مـــــــــــــع ا υوالمطلـــــــــــــوب: إیجـــــــــــــاد الحقـــــــــــــل الكهربـــــــــــــائي كمـــــــــــــا یـــــــــــــراه مراقـــــــــــــب یتحـــــــــــــرك بســـــــــــــرعة
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 في الإحداثیات الأسطوانیة بالعلاقة: مغنطیسيیُعطى حقل التحریض ال 7-
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 نصف قطر الأسطوانة. والمطلوب: إیجاد الحقل الكهربائي المتَحَرّض. aثابتان و ωو0Bحیث
 الحقل الكهربائي المتحرض، كما یلي: 7.2.2.2نجد في المسألة  8-

                                   









>
−

<
−

=
arforet

r
aB

arforet
rB

E
φ

φ

ω
ω

ω
ω






cos
2

cos
2

2
0

0

 



 حسن سلیمانأ. د.                                                     2024/2025 للعام الدراسي الكهرطیسیة في محاضرات

 - ٣٠ - 

 .Bمغنطیسيوالمطلوب إیجاد الحقل ال
xetBBمن الشكل مغنطیسيلدینا حقل تحریض  -9 

10 cosω=0، حیثB 1وω  ثابتان. توضع عـروة مـن ناقـل مسـتطیلة
وتــدور  Zبشـكل متنــاظر بالنسـبة للمحــور Aالشـكل مســاحتها

 :)19.2(، الشكل 2ωحوله بسرعة زاویة ثابتة
تُعطـــى  Xمـــع المحـــور φیصــنع نـــاظم مســـتوي العـــروة زاویــة

ـــــــة  t20بالعلاق ωφφ ـــــــوب: أولاً: إیجـــــــاد جـــــــولان  =+ والمطل
Eالحقــــل الكهربــــائي


حــــول محــــیط العــــروة، علمــــاً أن متجهــــة  

 الواحدة الناظمیة على مستوي العروة یُعطى بالصیغة التالیة:
( ) ( ) .sincos 2020 yxn etete  ωφωφ +++= 

ثانیاً: إیجاد الجولان السابق، عنـدما تكـون العـروة مسـتقرة، أي 
02عنــــدما =ωســــاكناً،  مغنطیســــي، وعنــــدما یكــــون الحقــــل ال

01أي =ω. 
 
 
 

 (19.2) شكل
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