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 التكاملات المثلثية _ التكامل المحدد

 

 المثلثية لة بعض الأشكال الخاصة من الدوالمكام 𝐼 = ∫ 𝑅(sin 𝑥 , cos 𝑥). 𝑑𝑥  

  إذا كانت الدالة𝑅  تغير إشارتها إذا بدلنا كلcos 𝑥  بالمقدار−cos 𝑥 :أي ، 
  𝑅(sin 𝑥 , cos 𝑥) = −𝑅(sin 𝑥 , cos 𝑥)  

𝑡ض أن: عندئذٍ نفر  = sin 𝑥  فيكون𝑑𝑡 = cos 𝑥 . 𝑑𝑥  

𝐼مثال: أوجد التكامل:   = ∫
(cos 𝑥)3

(sin 𝑥)2
. 𝑑𝑥  

𝑅(𝑥) =
𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
,
(− cos 𝑥)3

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= −

𝑐𝑜𝑠3𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
= −𝑅(𝑥) 

 𝑅(𝑥)  تغير إشارتها إذا وضعنا−cos 𝑥 كان كل مcos 𝑥  لذا 
𝑡نفرض أن:  = sin 𝑥  فيكون𝑑𝑡 = cos 𝑥 . 𝑑𝑥 :و بالتالي 

𝐼 = ∫
𝑐𝑜𝑠2𝑥 . 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥 
. 𝑑𝑥 = ∫

(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 ). 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛2𝑥
. 𝑑𝑥 

𝐼 = ∫
1−𝑡2

𝑡2
. 𝑑𝑡 = ∫

𝑑𝑡

𝑡2
− ∫ 𝑑𝑡 = −

1

𝑡
− 𝑡 + 𝑐    

  إذا كانت الدالة𝑅  تغير إشارتها إذا بدلنا كلsin 𝑥  بالمقدار−sin 𝑥 :أي ، 
  𝑅(sin 𝑥 , cos 𝑥) = −𝑅(sin 𝑥 , cos 𝑥) 

𝑡عندئذٍ نفرض أن:  = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  فيكون𝑑𝑡 = − sin 𝑥 . 𝑑𝑥  
𝐼مثال: أوجد التكامل الآتي:  = ∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥. 𝑐𝑜𝑠2𝑥 . 𝑑𝑥  

sin−)ن: نلاحظ أ 𝑥)5. 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = −𝑠𝑖𝑛5𝑥. 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = −𝑅(𝑥)  :لذا نفرض أن𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
𝑑𝑡فيكون  = − sin 𝑥 . 𝑑𝑥 :و منه 

𝐼 = ∫(𝑠𝑖𝑛2𝑥)2. 𝑐𝑜𝑠2𝑥. sin 𝑥. 𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2. 𝑐𝑜𝑠2𝑥. sin 𝑥. 𝑑𝑥   
𝐼 = ∫(1 − 𝑡2)2. 𝑡2. (−𝑑𝑡) = − ∫(1 − 2𝑡2 + 𝑡4). 𝑡2. 𝑑𝑡 = ∫(−𝑡6 + 2𝑡4 −

𝑡2). 𝑑𝑡 = −
1

7
𝑡7 +

2

5
𝑡5 −

1

3
𝑡3 + 𝑐  

𝐼 = −
1

7
(cos 𝑥)7 +

2

5
(cos 𝑥)5 −

1

3
(cos 𝑥)3 + 𝑐 

  إذا لم تتغير إشارة الدالة𝑅  عند وضع−𝑐𝑜𝑠𝑥  مكان كل𝑐𝑜𝑠𝑥  و وضع−sin 𝑥  مكان كلsin 𝑥 
𝑡أن: ، عندئذٍ نستطيع أن نفرض  = 𝑡𝑔𝑥  أو𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥  
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𝑡أو  = 𝑐𝑜𝑠𝑥  

𝐼مثال: أوجد التكامل :  = ∫
𝑠𝑖𝑛4𝑥

𝑐𝑜𝑠6𝑥
. 𝑑𝑥  

𝑅(𝑥)الدالة  =
𝑠𝑖𝑛4𝑥

𝑐𝑜𝑠6𝑥
sin−و وضع  𝑐𝑜𝑠𝑥مكان كل  𝑐𝑜𝑠𝑥−لا تغير إشارتها عند وضع   𝑥 

sinمكان كل  𝑥  :لذا نفرض أن ،𝑡 = 𝑡𝑔𝑥  :أي𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡  :فيكون𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1+𝑡2
، من جهة  

𝑡ثانية نلاحظ:  =
sin 𝑥

cos 𝑥
⟹ sin 𝑥 = 𝑡. cos 𝑥  :و بالتعويض بالعلاقة𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 

𝑐𝑜𝑠2𝑥و الإصلاح نجد:  =
1

1+𝑡2
 

cosفيكون:   𝑥 =
1

√1+𝑡2
sinو   𝑥 =

𝑡

√1+𝑡2
  

𝐼 = ∫ (
sin 𝑥

cos 𝑥
)

4
.

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= ∫ 𝑡𝑔4𝑥.

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
. 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡4(1 + 𝑡2).

𝑑𝑡

1+𝑡2
  

𝐼 = ∫ 𝑡4. 𝑑𝑡 =
1

5
𝑡5 + 𝑐 =

1

5
𝑡𝑔5𝑥 + 𝑐 

  :التكاملات من النمط𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥. 𝑑𝑥  :حيث𝑛, 𝑚 ∈ ℤ  
 نميز الحالات الآتية:

1 .𝑛  عدد فردي عندئذٍ نفرض أن𝑡 = 𝑐𝑜𝑠𝑥  
2 .𝑚  عدد فردي عندئذٍ نفرض أن𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥   
3 .𝑛, 𝑚  زوجيان معاً عندئذٍ نفرض أن𝑡 = 𝑡𝑔𝑥   
4 .𝑛, 𝑚  ئذٍ تجوز الحالات السابقة كلها.فرديان معاً عند 

𝐼مثال: أوجد التكامل  = ∫
𝑠𝑖𝑛3𝑥

𝑐𝑜𝑠5𝑥
. 𝑑𝑥  

𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛3𝑥. 𝑐𝑜𝑠−5𝑥. 𝑑𝑥 

,𝑛نلاحظ أن  𝑚   ًلذا نفرض أن: فرديان معا ،𝑡 = 𝑡𝑔𝑥  :أي𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡  :فيكون𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1+𝑡2
 

cos،فيكون:   𝑥 =
1

√1+𝑡2
sinو   𝑥 =

𝑡

√1+𝑡2
  

𝐼 = ∫ (
sin 𝑥

cos 𝑥
)

3
.

𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= ∫ 𝑡𝑔3𝑥.

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
. 𝑑𝑥 = ∫ 𝑡3(1 + 𝑡2).

𝑑𝑡

1+𝑡2
  

𝐼 = ∫ 𝑡3. 𝑑𝑡 =
1

4
𝑡4 + 𝑐 =

1

4
𝑡𝑔4𝑥 + 𝑐 

 :حساب التكاملات من النمط 
 ∫ sin 𝛼𝑥. cos 𝛽𝑥 . 𝑑𝑥 أو∫ 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥. cos 𝛽𝑥 . 𝑑𝑥   أو∫ sin 𝛼𝑥. sin 𝛽𝑥 . 𝑑𝑥  

 لحساب هذه التكاملات نستخدم دساتير التحويل:
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 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥  . 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 =
1

2
[𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝛽)𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛽)𝑥] 

 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥  . 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝛽)𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛽)𝑥] 

 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥  . 𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥 = −
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝛽)𝑥 − 𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛽)𝑥] 

𝐼مثال: أوجد التكامل  = ∫ 𝑠𝑖𝑛6𝑥 . 𝑐𝑜𝑠2𝑥 . 𝑑𝑥 
 𝐼 =

1

2
∫[𝑠𝑖𝑛(6 + 2)𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(6 − 2)𝑥] . 𝑑𝑥 

𝐼 =
1

2
∫[𝑠𝑖𝑛(8𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(4𝑥)] . 𝑑𝑥 = −

1

16
𝑐𝑜𝑠(8𝑥) −

1

8
𝑐𝑜𝑠(4𝑥) + 𝑐 

 

  التكامل المحدد:حساب 
,𝑎]دالة مستمرة على المجال  𝑓(𝑥)لتكن  𝑏] لنعرف الدالة ،𝐹(𝑥)  في المجال[𝑎, 𝑏]  :كما يلي𝐹(𝑥) =

∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡
𝑥

𝑎
𝑎حيث   ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 عندئذٍ تكون الدالة ،𝐹(𝑥)  قابلة للاشتقاق عند𝑥  و يعطى المشتق بالعلاقة

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ندئذٍ تتحقق العلاقة:و ع 
 ∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡

𝑥

𝑎
= 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎), ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  و في حالة خاصة عندما𝑥 = 𝑏 :نجد 

∫ 𝑓(𝑡). 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 خواص التكامل المحدد:
1 .∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑎

𝑎
= 0  

2 .∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= − ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑎

𝑏
  

3 .∫ 𝑘. 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘. ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 عدد ثابت. 𝑘حيث  

4 .∫ [𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑛(𝑥)]. 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓1(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑓2(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ ⋯ + ∫ 𝑓𝑛(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
  

𝑐. بفرض 5 ∈ [𝑎, 𝑏] :عندئذٍ يكون ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑐

𝑎
+ ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑐
 

𝑓(𝑥) إذا كان. 6 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  فإن∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≥ 0  

,𝑓(𝑥)إذا كانت الدالتان  .7 𝑔(𝑥)  تحققان𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥), ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] :فإن 

∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ ∫ 𝑔(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

𝑚. إذا كان 8 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, ∀𝑥 ∈ [𝑎. 𝑏]  حيث𝑚, 𝑀 :ٍثوابت عددية، عندئذ 
 𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)  
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𝑚حيث  𝜇كما لأنه يوجد العدد  ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 الذي يحقق ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= μ(𝑏 − 𝑎)  

𝜇      ندعو =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
,𝑎]في المجال  𝑓(𝑥)القيمة الوسطى للدالة   𝑏] . 

 أمثلة:
 احسب التكاملات الآتية:

 
                                                𝐼1 = ∫ 𝑥. sin( 𝑥2). 𝑑𝑥

2

−1
 

𝑡نفرض أن  = 𝑥2   فيكون𝑑𝑡 = 2𝑥. 𝑑𝑥  و منه𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

2𝑥
=

𝑑𝑡

2√𝑡
  

𝑥عندما  = 𝑡فإن  1− = 𝑥و عندما  1 = 𝑡فإن  2 =  نبدل في التكامل المعطى: 4

𝐼1 = ∫ √𝑡. sin 𝑡.
𝑑𝑡

2√𝑡
=

1

2
∫ sin 𝑡 . 𝑑𝑡 =

1

2
[− cos 𝑡]1

4 =
1

2
[− cos 4 + 𝑐𝑜𝑠1]

4

1

4

1

 

                                               

𝐼2 = ∫
𝑑𝑥

2 + cos 𝑥

𝜋
2

0

 

𝑡نفرض  = 𝑡𝑔 (
𝑥

2
𝑑𝑥  و منه  ( =

2𝑑𝑡

1+𝑡2
cos  و  𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
  

𝑥عندما  = 𝑡فإن 0 = 𝑥و عندما  0 =
𝜋

2
𝑡فإن   =  نبدل في التكامل المعطى: 1

∫

2𝑑𝑡
1 + 𝑡2

2 +
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

1

0

= ∫
2𝑑𝑡

𝑡2 + 3
= 2 [

1

√3
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

𝑡

√3
]

0

1

=
2

√3
(

𝜋

6
− 0) =

𝜋

3√3

1

0

 

𝐼3 = ∫ 𝑥2. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥. 𝑑𝑥
1

0

 

 نكامل بطريقة التجزئة:
𝑢نفرض:  = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥  فيكون𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑣و    = 𝑥2. 𝑑𝑥  فيكون𝑣 =

1

3
𝑥3 :و منه 

𝐼3 = [
1

3
𝑥3. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥]

0

1

− ∫
1

3
𝑥3.

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= [

1

3
𝑥3. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥]

0

1

−
1

3
∫ (𝑥 −

𝑥

1 + 𝑥2
) . 𝑑𝑥

1

0

1

0

 

𝐼3 = [
1

3
𝑥3. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥]

0

1

−
1

3
[
𝑥2

2
−

1

2
𝑙𝑛(𝑥2 + 1)]

0

1

=
𝜋

12
−

1

6
+

1

6
𝑙𝑛(2) 
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