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 مكاملة الدوال الجذرية و الدوال المثلثية

 

 لمكاملة الدوال الجذرية سنحاول تحويلها إلى مكاملة لدوال كسرية 
𝐼حساب التكامل من الشكل  = ∫ 𝑅 (𝑥, 𝑥

𝑚

𝑛 , . . . , 𝑥
𝑝

𝑠 ) . 𝑑𝑥  حيث𝑅  دالة بالمتحول𝑥  و
𝑚, 𝑛, … , 𝑝, 𝑠 .أعداد صحيحة 

𝑚ر للكسو لنفرض ان المقام المشترك 

𝑛
, … … ,

𝑝

𝑠
  𝑘هو  

𝑥عندئذٍ لحساب هذه التكاملات نفرض أن  = 𝑡𝑘  فيكون𝑑𝑥 = 𝑘𝑡𝑘−1𝑑𝑡  نبدل في التكامل ،
 فيتحول إلى تكامل كسري. 𝑑𝑥و  𝑥المعطى قيمة كل من 
𝐼مثال: أوجد التكامل   = ∫

𝑑𝑥

√𝑥+ √𝑥
3 
𝐼نكتب التكامل بالشكل:  = ∫

𝑑𝑥

𝑥
1
2+𝑥

1
3

𝑥بالتالي نفرض أن    = 𝑡6  فيكون𝑑𝑥 = 6𝑡5𝑑𝑡  ،

𝐼نبدل في التكامل نجد:  = ∫
6𝑡5𝑑𝑡

𝑡3+𝑡2
= 6(𝑡2 − 𝑡 + 1)𝑑𝑡 − 6 ∫

𝑑𝑡

𝑡+1
  

 𝐼 = 2𝑡3 − 3𝑡2 + 6𝑡 − 6 𝑙𝑛|𝑡 + 1| + 𝑐 
𝐼 = 2(√𝑥

6
)

3
− 3(√𝑥

6
)

2
+ 6(√𝑥

6
) − 6 𝑙𝑛|√𝑥

6
+ 1| + 𝑐 

𝐼مثال: أوجد التكامل   = ∫
√𝑥𝑑𝑥

1+ √𝑥
3 

𝐼نكتب التكامل بالشكل:  = ∫
𝑥

1
2 𝑑𝑥

1+𝑥
1
3

𝑥بالتالي نفرض أن    = 𝑡6  فيكون𝑑𝑥 = 6𝑡5𝑑𝑡 ، 

 نبدل في التكامل نجد:
 𝐼 = ∫

𝑡3×6𝑡5𝑑𝑡

1+𝑡2
= 6 ∫

𝑡8𝑑𝑡

1+𝑡2
= 6 ∫ (𝑡6 − 𝑡4 + 𝑡2 − 1 +

1

1+𝑡2) . 𝑑𝑡 

𝐼 = 6 (
𝑡7

7
−

𝑡5

5
+

𝑡3

3
− 𝑡 + 𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡) + 𝑐 

𝐼 = 6 (
(√𝑥

6
)

7

7
−

(√𝑥
6

)
5

5
+

(√𝑥
6

)
3

3
− √𝑥

6
+ 𝑟𝑐𝑡𝑔 (√𝑥

6
)) + 𝑐 

𝐼حساب التكاملات من الشكل:  = ∫
𝑑𝑥

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 

نقوم برد ثلاثي الحدود الموجود تحت الجذر إلى مجموع مربعي مقدارين  التكاملاتلحساب هذه 
 او فرق مربعي مقدارين لتنتج لدينا الحالات الآتية:
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𝐼 = ∫
𝑑𝑡

√𝑡2 + 𝑘2
= 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ (

𝑡

𝑘
) + 𝑐 = 𝑙𝑛 |𝑡 + √𝑡2 + 𝑘2| + 𝑐 

𝐼 = ∫
𝑑𝑡

√𝑡2 − 𝑘2
= 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ (

𝑡

𝑘
) + 𝑐 = 𝑙𝑛 |𝑡 + √𝑡2 − 𝑘2| + 𝑐 

𝐼 = ∫
𝑑𝑡

√𝑘2 − 𝑡2
= 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

𝑘
) + 𝑐 

𝐼 = ∫
𝑑𝑡

√(𝑡 + 𝑘)2
= ∫

𝑑𝑡

|𝑡 + 𝑘|
= ln|𝑡 + 𝑘| + 𝑐 

 تمارين: أوجد كل من التكاملات الآتية:

𝑰𝟏 = ∫
𝒅𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟔
                                                                                      

 بالإتمام لمربع كامل نجد:
 𝑥2 + 4𝑥 + 6 = 𝑥2 + 4𝑥 + 4 − 4 + 6 = (𝑥 + 2)2 + 2 

𝑡نفرض أن  = 𝑥 + 𝑑𝑥فيكون  2 = 𝑑𝑡 :نبدل في التكامل فنجد 

𝐼1 = ∫
𝑑𝑡

√𝑡2 + 2
= 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ (

𝑡

√2
) + 𝑐 

𝐼1 = 𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ (
𝑥 + 2

√2
) + 𝑐                    

𝑰𝟐 = ∫
𝟑𝒅𝒙

√𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑
                                                                                    

 بالإتمام لمربع كامل نجد:
 𝑥2 − 4𝑥 + 3 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 4 + 3 = (𝑥 − 2)2 − 1 

𝑡نفرض أن  = 𝑥 − 𝑑𝑥فيكون  2 = 𝑑𝑡 دل في التكامل فنجد:نب 

𝐼2 = ∫
3𝑑𝑡

√𝑡2 − 1
= 3 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ (

𝑡

1
) + 𝑐 

𝐼2 = 3 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ (𝑥 − 2) + 𝑐 

𝑰𝟑 = ∫
𝒅𝒙

√−𝒙𝟐 + 𝟔𝒙
                                                                                    

 بالإتمام لمربع كامل نجد:
 −𝑥2 + 6𝑥 = −𝑥2 + 6𝑥 − 9 + 9 = 9 − (𝑥 − 3)2 
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𝑡نفرض أن  = 𝑥 − 𝑑𝑥فيكون  3 = 𝑑𝑡 :نبدل في التكامل فنجد 

𝐼3 = ∫
𝑑𝑡

√9 − 𝑡2
=  𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

3
) + 𝑐 

𝐼3 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
𝑥 − 3

3
) + 𝑐 

𝑰𝟐 = ∫
𝒅𝒙

√𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟏
                                                                                    

𝐼2 = ∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 2𝑥 + 1
=  ∫

𝑑𝑥

√(𝑥 + 1)2
= ∫

𝑑𝑥

|𝑥 + 1|
= ln|𝑥 + 1| + 𝑐  

𝑰حساب التكاملات من الشكل:  = ∫
(𝑨𝒙+𝑩)𝒅𝒙

√𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
 

𝑡لحل مثل هذه التكاملات نفرض أن:  =
1

2
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)′  

 𝑡 =
1

2
(2𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎𝑥 +

𝑏

2
𝑑𝑡فيكون  = 𝑎. 𝑑𝑥  و بالتالي𝑑𝑥 =

𝑑𝑡

𝑎
 و 

 𝑡 = 𝑥 −
𝑡−

𝑏

2

𝑎
 :نبدل في التكامل المعطى و نميز حالتين ،  

 𝑎 > 0 ⟹ 𝐼 = ∫
𝑑𝑡

√𝑡2+𝑚
 و هو تكامل معروف  

< 0 ⟹ 𝐼 = ∫
𝑑𝑡

√𝑎2−𝑡2
 معروف تكامل أيضا   و هو 

 أوجد كل من التكاملات الآتية: أمثلة:

𝑰𝟏 = ∫
𝟐𝒙 + 𝟏

√𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟑
. 𝒅𝒙                                                         

𝑡نفرض أن:  =
1

2
(𝑥2 − 4𝑥 + 3)′  
 𝑡 =

1

2
(2𝑥 − 4) = 𝑥 − 𝑑𝑡فيكون 2 =. 𝑑𝑥  و بالتالي𝑑𝑥 = 𝑑𝑡  و𝑡 = 𝑥 + 2 

𝐼1 = ∫
2𝑥+1

√𝑥2−4𝑥+3
. 𝑑𝑥 = ∫

2(𝑡+2)+1

√𝑡2−1
. 𝑑𝑡 = ∫

2𝑡

√𝑡2−1
. 𝑑𝑡 + ∫

5

√𝑡2−1
. 𝑑𝑡    

𝐼1 = 2√𝑡2 − 1 + 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ 𝑡 + 𝑐 

𝐼1 = 2√𝑥2 − 4𝑥 + 3 + 𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ (𝑥 + 2) + 𝑐 

𝑰𝟐 = ∫
𝒙 + 𝟓

√𝟔 − 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐
. 𝒅𝒙                                                         

𝑡نفرض أن:  =
1

2
(6 − 2𝑥 − 𝑥2)′  أي𝑡 = −1 − 𝑥  فيكون𝑑𝑡 = −𝑑𝑥  

𝟔 − 𝟐𝒙 − 𝒙𝟐 = −(𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 1) + 6 = −(𝑥 + 1)2 + 7 



 5المحاضرة  2رياضيات عامة 

 

 ق.أ. نوره العسلي السنة الأولى الكيمياءقسم 

 نعوض في التكامل المعطى 

𝐼2 = ∫
−1 − 𝑡 + 5

√7 − 𝑡2
(−𝑑𝑡) = ∫

𝑡 − 4

√7 − 𝑡2
. 𝑑𝑡

= ∫
𝑡

√7 − 𝑡2
. 𝑑𝑡 − 4 ∫

𝑑𝑡

√7 − 𝑡2
 

𝐼2 = −√7 − 𝑡2 − 4 arcsin
𝑡

√7
+ 𝑐

= −√6 − 2𝑥 − 𝑥2  − 4 arcsin
(−𝑥 − 1)

√7
+ 𝑐 

𝐼حساب التكاملات من الشكل  = ∫ 𝑅(𝑥, √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)  :حيث𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≠ 0 

𝑎𝑥2لإيجاد هذه التكاملات نتمم ثلاثي الحدود  + 𝑏𝑥 + 𝑐  إلى مربع كامل فيتحول التكامل إلى
 أحد الأشكال الآتية:

1.      𝐼1 = ∫ 𝑅 (𝑡, √𝑘2 − 𝑡2) . 𝑑𝑡                                                            

𝑡لحله نفرض  = 𝑘. sin 𝑢  فيكون𝑑𝑡 = 𝑘. cos 𝑢 . 𝑑𝑢  

2.      𝐼2 = ∫ 𝑅 (𝑡, √𝑘2 + 𝑡2) . 𝑑𝑡                                                            

𝑡لحله نفرض  = 𝑘. sh 𝑢  فيكون𝑑𝑡 = 𝑘. ch 𝑢 . 𝑑𝑢  أو نفرض𝑡 = 𝑘 𝑡𝑔 𝑢 

3.      𝐼3 = ∫ 𝑅 (𝑡, √𝑡2 − 𝑘2) . 𝑑𝑡                                                            

𝑡لحله نفرض  = 𝑘. 𝑐h 𝑢  فيكون𝑑𝑡 = 𝑘. sh 𝑢 . 𝑑𝑢  أو نفرض𝑡 =
𝑘 

cos 𝑢
 

 

𝑰أوجد التكامل                                                      = ∫
√𝟗−𝒙𝟐

𝒙𝟐
. 𝒅𝒙 

𝑥لحل هذا التكامل نفرض  = 3 sin 𝑢  فيكون𝑑𝑥 = 3 cos 𝑢 . 𝑑𝑢 

𝐼 = ∫
√9 − 𝑥2

𝑥2
. 𝑑𝑥 = ∫

√9 − 9(sin 𝑢)2. (3 cos 𝑢)

9 (sin 𝑢)2
 . 𝑑𝑢

= ∫
9(𝑐𝑜𝑠 𝑢)2

9(sin 𝑢)2
. 𝑑𝑢

= ∫(𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑢)2. 𝑑𝑢 = ∫((𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑢)2 + 1 − 1). 𝑑𝑢 
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𝐼 = −𝑐𝑜𝑡𝑔 𝑢 − 𝑢 + 𝑐 = −𝑐𝑜𝑡𝑔 (arcsin
𝑥

3
) − (arcsin

𝑥

3
) + 𝑐 

𝐼: تكامل الدوال المثلثية من الشكل = ∫ 𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥) . 𝑑𝑥   
𝑡لحساب هذه التكاملات نفرض أن  = 𝑡𝑔 (

𝑥

2
𝑥و بالتالي  (

2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡 أي 

  𝑥 = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡  و منه𝑑𝑥 = 2
𝑑𝑡

1+𝑡2
π−حيث   < 𝑥 < 𝜋 

sinو باستخدام الدساتير  𝑥 =
2𝑡𝑔

𝑥

2

1+𝑡𝑔2(
𝑥

2
)

=
2𝑡

1+𝑡2
cosو   𝑥 =

1−𝑡𝑔2(
𝑥

2
)

1+𝑡𝑔2(
𝑥

2
)

=
1−𝑡2

1+𝑡2
 

 إلى تكامل كسري يؤول التكامل
𝐼1مثال:                                                  = ∫

𝑑𝑥

1+sin 𝑥+cos 𝑥
  

𝑡نفرض أن  = 𝑡𝑔 (
𝑥

2
𝑥الي   و بالت ( = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡  و منه𝑑𝑥 = 2

𝑑𝑡

1+𝑡2
و باستخدام  

sinالدساتير  𝑥 =
2𝑡

1+𝑡2
cosو   𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
 نبدل في التكامل المعطى  

𝐼1 = ∫
2

𝑑𝑡
1 + 𝑡2

1 +
2𝑡

1 + 𝑡2 +
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

= ∫
2𝑑𝑡

2𝑡 + 2
= ∫

𝑑𝑡

𝑡 + 1
= ln|𝑡 + 1| + 𝑐

= ln |1 + 𝑡𝑔 (
𝑥

2
)| + 𝑐 

𝐼2 = ∫
𝑑𝑥

sin 𝑥. (2 + cos 𝑥 − 2 sin 𝑥)
                                

𝑡نفرض أن  = 𝑡𝑔 (
𝑥

2
𝑥و بالتالي    ( = 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑡  و منه𝑑𝑥 = 2

𝑑𝑡

1+𝑡2
و باستخدام  

sinالدساتير  𝑥 =
2𝑡

1+𝑡2
cosو   𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
 نبدل في التكامل المعطى 

𝐼2 = ∫
2

𝑑𝑡
1 + 𝑡2

2𝑡
1 + 𝑡2 (2 +

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 − 2
2𝑡

1 + 𝑡2)
= ∫

(1 + 𝑡2)𝑑𝑡

𝑡(𝑡2 − 4𝑡 + 3)
 

 

𝑡2+1و هو تكامل كسري لحله نقوم بتفريق الكسر 

𝑡(𝑡2−4𝑡+3)
 

1 + 𝑡2

𝑡(𝑡2 − 4𝑡 + 3)
=

𝐴

𝑡
+

𝐵

𝑡 − 3
+

𝐶

𝑡 − 1
 

 بحساب الثوابت نجد:
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1 + 𝑡2

𝑡(𝑡2 − 4𝑡 + 3)
=

1
3
𝑡

+

5
3

𝑡 − 3
+

−1

𝑡 − 1
 

∫
1 + 𝑡2

𝑡(𝑡2 − 4𝑡 + 3)
. 𝑑𝑡 =

1

3
∫

𝑑𝑡

𝑡
+

5

3
∫

𝑑𝑡

𝑡 − 3
− ∫

𝑑𝑡

𝑡 − 1
 

 

∫
1 + 𝑡2

𝑡(𝑡2 − 4𝑡 + 3)
. 𝑑𝑡 =

1

3
ln|𝑡| +

5

3
ln|𝑡 − 3| − ln|𝑡 − 1| + 𝑐 

 

𝐼2 = ∫
𝑑𝑥

sin 𝑥. (2 + cos 𝑥 − 2 sin 𝑥)

=
1

3
ln |𝑡𝑔 (

𝑥

2
)| +

5

3
ln |𝑡𝑔 (

𝑥

2
) − 3| − ln |𝑡𝑔 (

𝑥

2
) − 1| + 𝑐 
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 Z
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