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 تكامل الدوال الكسرية

𝑅(𝑥)ندعو كل دالة من الشكل  =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
كثيرات حدود،  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

م ي درجة كثيرة الحدود في المقام فإننا نقسرة الحدود في البسط أكبر أو تساو فإذا كانت درجة كثي
 بالشكل: 𝑅(𝑥)البسط على المقام لنحصل على صيغة جديدة للدالة 

 𝑅(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝐻(𝑥) +

𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
باقي  𝑃1(𝑥)يمثل حاصل القسمة و  𝐻(𝑥)، حيث  

 ، بالتالي: 𝑄(𝑥)القسمة و هو كثيرة حدود درجته أصغر تماماً من درجة 

∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
. 𝑑𝑥 = ∫𝐻(𝑥). 𝑑𝑥 + ∫

𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
. 𝑑𝑥 

.𝐻(𝑥)∫حيث  𝑑𝑥  تكامل كثيرة حدود معروف سابقاً، و∫
𝑃1(𝑥)

𝑄(𝑥)
. 𝑑𝑥 تكامل كسر بسيط 

 تكامل الكسور البسيطة:
 نسمي الأنماط الآتية من الدوال الكسرية بالدوال الكسرية البسيطة:

Ι ∶
𝐴

𝑥 − 𝑎
        ΙΙ:

𝐴

(𝑥 − 𝑎)𝑘
 ; k = 2,3,4, ..  

ΙΙΙ: 
𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
          Ι𝑉: 

𝑀𝑥 + 𝑁

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛
; 𝑛 = 2,3,4, .. 

,𝐴,𝑀,𝑁حيث  𝑝, 𝑞, 𝑎 ∈ ℝ  و𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞  كثيرة حدود لا يملك جذوراً حقيقة أي أن
=∆أي: مميزه عدد سالب تماماً  𝑝2 − 4𝑞 < 0 

∫  حساب التكامل من الشكل:أولًا: 
𝑨

𝒙−𝒂
. 𝒅𝒙    

∫
𝐴

𝑥 − 𝑎
 . d𝑥 = A∫

𝑑𝑥

𝑥 − 𝑎
= A ln|𝑥 − 𝑎| + c        

 مثال: 

∫
2

3𝑥 + 5
 . d𝑥 =

2

3
∫

3𝑑𝑥

3𝑥 + 5
=
2

3
 ln|3𝑥 + 5| + c        

∫ثانياً: حساب التكامل من الشكل  
𝑨

(𝒙−𝒂)𝒌
. 𝒅𝒙 ; k = 2,3,4, .. 

∫
𝐴

(𝑥 − 𝑎)𝑘
. 𝑑𝑥 = 𝐴∫(𝑥 − 𝑎)−𝑘 . 𝑑𝑥 = 𝐴

(𝑥 − 𝑎)−𝑘+1

−𝑘 + 1
+ 𝑐  

 مثال: 
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∫
9

(3𝑥 + 2)7
. 𝑑𝑥 = 9∫(3𝑥 + 2)−7 . 𝑑𝑥 =

9

3
∫3(3𝑥 + 2)−7. 𝑑𝑥

= 3
(3𝑥 + 2)−7+1

−7 + 1
+ 𝑐 = −

1

2

1

(3𝑥 + 2)6
+ 𝑐 

∫ثالثاً: حساب التكاملات من الشكل: 
𝑴𝒙+𝑵

𝒙𝟐+𝒑𝒙+𝒒
. 𝒅𝒙     

𝑝2حيث  − 4𝑞 < 𝑥2د و هذا يعني أن كثيرة الحدو  0 + 𝑝𝑥 + 𝑞  لا يمكن تحليلها إلى جداء
𝑥2عوامل من الدرجة الأولى، و لحل مثل هذه التكاملات نقوم بإتمام المقدار  + 𝑝𝑥 + 𝑞  إلى

 كما يلي:مربع كامل 

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 𝑥2 + 𝑝𝑥 + (
𝑝

2
)
2

− (
𝑝

2
)
2

+ 𝑞 = (𝑥 +
𝑝

2
)
2

+ (𝑞 −
𝑝2

4
) 

𝑡نفرض أن  = 𝑥 +
𝑝

2
𝑥فيكون   = 𝑡 −

𝑝

2
𝑑𝑥و بالتالي:   = 𝑑𝑡  و لنضع𝑎2 = 𝑞 −

𝑝2

4
  

𝑎و منه إن  =
√4𝑞−𝑝2

2
  

∫
𝑀𝑥+𝑁

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
. 𝑑𝑥 = ∫

𝑀(𝑡−
𝑝

2
)+𝑁

𝑡2+𝑎2
. 𝑑𝑡 = 𝑀∫

𝑡

𝑡2+𝑎2
. 𝑑𝑡 + (𝑁 −

𝑀𝑝

2
) ∫

𝑑𝑡

𝑡2+𝑎2
   

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
. 𝑑𝑥 =

𝑀

2
 𝑙𝑛|𝑡2 + 𝑎2| + (𝑁 −

𝑀𝑝

2
) .
1

𝑎
. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑡

𝑎
) + 𝑐 

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞
. 𝑑𝑥 =

𝑀

2
 𝑙𝑛|𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞| +

(𝑁 −
𝑀𝑝
2 )

√4𝑞 − 𝑝2
. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

2𝑥 + 𝑝

√4𝑞 − 𝑝2
) + 𝑐 

∫: أوجد التكامل تمرين
2𝑥+1

𝑥2−2𝑥+5
. 𝑑𝑥  
 بالإتمام لمربع كامل نجد: 

𝑥2 − 2𝑥 + 5 = 𝑥2 − 2𝑥 + (1)2 − (1)2 + 5 = (𝑥 − 1)2 + 4 
𝑡نفرض أن  = 𝑥 − 𝑥فيكون  1 = 𝑡 + 𝑑𝑥و بالتالي:  1 = 𝑑𝑡 :نعوض في التكامل 

∫
2𝑥 + 1

𝑥2 − 2𝑥 + 5
. 𝑑𝑥 = ∫

2(𝑡 + 1) + 1

𝑡2 + 4
. 𝑑𝑡 = ∫

2𝑡

𝑡2 + 4
. 𝑑𝑡 + 3∫

𝑑𝑡

𝑡2 + 4
 

= 𝑙𝑛|𝑡2 + 4| +
3

2
. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑡

2
) + 𝑐 

= 𝑙𝑛|𝑥2 − 2𝑥 + 5| +
3

2
. 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑥 − 1

2
) + 𝑐 

 



 4المحاضرة  2رياضيات عامة 

 

 ق.أ. نوره العسلي السنة الأولى الكيمياءقسم 

∫رابعاً: حساب التكاملات من الشكل: 
𝑀𝑥+𝑁

(𝑥2+𝑝𝑥+𝑞)𝑛
. 𝑑𝑥 

 بالإتمام لمربع كامل نجد:

𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 𝑥2 + 𝑝𝑥 + (
𝑝

2
)
2

− (
𝑝

2
)
2

+ 𝑞 = (𝑥 +
𝑝

2
)
2

+ (𝑞 −
𝑝2

4
) 

𝑡نفرض أن  = 𝑥 +
𝑝

2
𝑥فيكون   = 𝑡 −

𝑝

2
𝑑𝑥و بالتالي:   = 𝑑𝑡  و لنضع𝑎2 = 𝑞 −

𝑝2

4
 

 نعوض في التكامل:

∫
𝑀𝑥 + 𝑁

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛
. 𝑑𝑥 = 𝑀∫

𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛⏟        
𝐼

. 𝑑𝑡 + (𝑁 −
𝑀𝑝

2
)∫

𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛⏟        
𝐽

 

𝐼لحل التكامل  = ∫
𝑡

(𝑡2+𝑎2)𝑛
𝑢نفرض أن   = 𝑡2 + 𝑎2  فيكون𝑑𝑢 = 2𝑡𝑑𝑡  

                                              𝐼 = ∫
𝑡

(𝑡2+𝑎2)𝑛
. 𝑑𝑡 = ∫

1

2
.𝑑𝑢

𝑢𝑛
=
1

2
∫𝑢−𝑛 . 𝑑𝑢 

𝐼 =
1

2
.
𝑢−𝑛+1

−𝑛 + 1
+ 𝑐 = −

1

2(𝑛 − 1)
.

1

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
+ 𝑐 

 فيحسب بطريقة التجزئة و يعطى بالدستور التدريجي الآتي:  𝐽أما التكامل 

𝐽𝑛 = ∫
𝑑𝑡

(𝑡2 + 𝑎2)𝑛
=
1

𝑎2
[
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
. 𝐽𝑛−1 −

𝑡

2(1 − 𝑛)(𝑡2 + 𝑎2)𝑛−1
] 

 تفريق الكسور:
𝑅(𝑥)لتكن  =

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
كثيرات حدود، و درجة كثيرة الحدود  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)دالة كسرية حيث  

بالتالي يمكن كتابة الدالة الكسرية في البسط أصغر تماماً من درجة كثيرة الحدود في المقام، 
𝑅(𝑥) ية إن مكاملة أي دالة كسر و بالتالي ف على شكل مجموع منته من الدوال الكسرية البسيطة

 تؤول إلى حساب التكامل لكسور بسيطة.
 نميز الحالات الآتية:

 تتحلل إلى جداء عوامل جميعها من الدرجة الأولى و غير مكررة. 𝑄(𝑥) الحالة الأولى:
𝑄(𝑥)أي:  = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)…… (𝑥 − 𝑎𝑛) :و نكتب 

𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

𝑃(𝑥)

(𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)…… (𝑥 − 𝑎𝑛)

=
𝐴1

𝑥 − 𝑎1
+

𝐴2
𝑥 − 𝑎2

+⋯+
𝐴𝑛

𝑥 − 𝑎𝑛
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…،𝐴1،𝐴2حيث  ،𝐴𝑛    ثوابت عددية تعين بطريقتين إما بتوحيد المقامات ثم حذفها و المطابقة
𝑥)دار نضرب الطرفين بالمق 𝐴𝑘بين طرفي المساواة أو نتبع الطريقة الآتية: لتعيين  − 𝑎𝑘)  و

𝑥نجعل  = 𝑎𝑘. 
∫تمرين: أوجد التكامل 

7𝑥−5

𝑥3+𝑥2−6𝑥
. 𝑑𝑥   

𝑥3نحلل المقام:  + 𝑥2 − 6𝑥 = 𝑥(𝑥2 + 𝑥 − 6) = 𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3) 

7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
=

7𝑥 − 5

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
=
𝐴1

𝑥
+

𝐴2

𝑥 − 2
+

𝐴3

𝑥 + 3
 

  𝑥نضرب الطرفين بالمقدار  𝐴1لتعيين 
7𝑥 − 5

(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
= 𝐴1 +

𝑥. 𝐴2

𝑥 − 2
+
𝑥. 𝐴3

𝑥 + 3
 

𝑥و نجعل  =  نجد:  0

7(0) − 5

(0 − 2)(0 + 3)
= 𝐴1 + 0 + 0 ⟹ 𝐴1 =

5

6
 

𝑥)نضرب الطرفين بالمقدار  𝐴2لتعيين  − 𝑥و نجعل  (2 = 𝐴2نجد:  2 =
9

10
 

𝑥)لمقدار نضرب الطرفين با 𝐴3لتعيين  + 𝑥و نجعل  (3 = 𝐴3نجد:  3− = −
26

15
 و منه: 

7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
=

7𝑥 − 5

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)
=

5
6

𝑥
+

9
10

𝑥 − 2
+
−
26
15

𝑥 + 3
 

 و بالتالي: 

∫
7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
. 𝑑𝑥 =

5

6
∫
𝑑𝑥

𝑥
+
9

10
∫

𝑑𝑥

𝑥 − 2
−
26

15
∫

𝑑𝑥

𝑥 + 3
 

∫
7𝑥 − 5

𝑥3 + 𝑥2 − 6𝑥
. 𝑑𝑥 =

5

6
 𝑙𝑛|𝑥| +

9

10
 𝑙𝑛|𝑥 − 2| −

26

15
 𝑙𝑛|𝑥 + 3| + 𝑐 

 تتحلل إلى جداء عوامل جميعها من الدرجة الأولى بعضها مكررة.  𝑄(𝑥) :الحالة الثانية
𝑥)مرة مثل  𝑘في هذه الحالة كل عامل مكرر  − 𝑎)𝑘  يوافقه مجموع𝑘  كما يلي:كسر بسيط 

𝑃(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝑘
=

𝐴1
𝑥 − 𝑎

+
𝐴2

(𝑥 − 𝑎)2
+

𝐴3
(𝑥 − 𝑎)3

+⋯+
𝐴𝑘

(𝑥 − 𝑎)𝑘
 

,𝐴1حيث  𝐴2, 𝐴3, … , 𝐴𝑘 بتوحيد المقامات ثم حذفها و المطابقة  ثوابت عددية لتعيينها نقوم
 .بين طرفي المساواة
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𝐼تمرين: أوجد التكامل الآتي:  = ∫
𝑥3+1

𝑥4−3𝑥3+3𝑥2−𝑥
. 𝑑𝑥  

𝑥4نحلل المقام  − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 = 𝑥(𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1) = 𝑥(𝑥 − 1)3 

𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
+

𝐷

(𝑥 − 1)3
 

 بتوحيد المقامات ثم حذفها نجد:
𝑥3 + 1 = 𝐴(𝑥 − 1)3 + 𝐵. 𝑥. (𝑥 − 1)2 + 𝐶. 𝑥. (𝑥 − 1) + 𝐷. 𝑥 

 بالإصلاح:
 𝑥3 + 1 = (𝐴 + 𝐵)𝑥3 + (−3𝐴 + 𝐶 − 2𝐵)𝑥2 + (3𝐴 + 𝐷 − 𝐶 + 𝐵)𝑥 − 𝐴 

 بالمطابقة بين الطرفين نجد:

{

𝐴 + 𝐵 = 1
−3𝐴 + 𝐶 − 2𝐵 = 0
3𝐴 + 𝐷 − 𝐶 + 𝐵 = 0

−𝐴 = 1

 

𝐴بحل هذه الجملة نجد  = −1, 𝐵 = 2, 𝐶 = 1,𝐷 =  و منه: 2
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
=
−1

𝑥
+

2

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
+

2

(𝑥 − 1)3
 

∫
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
. 𝑑𝑥 = −∫

𝑑𝑥

𝑥
+ 2∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+ ∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)2
+ 2∫

𝑑𝑥

(𝑥 − 1)3
 

∫
𝑥3 + 1

𝑥4 − 3𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥
. 𝑑𝑥 = −𝑙𝑛|𝑥| − 2 𝑙𝑛|𝑥 − 1| −

1

𝑥 − 1
−

1

(𝑥 − 1)2
+ 𝑐 

 عوامل المقام من الدرجة الثانية و غير مكررة.  الحالة الثالثة:
𝑥2مثل  عندئذٍ من أجل كل عامل من الدرجة الثانية + 𝑝𝑥 + 𝑞 كل: شيوافقه كسر بسيط من ال

𝑃(𝑥)

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
=

𝐴𝑥+𝐵

𝑥2+𝑝𝑥+𝑞
 

∫أوجد التكامل  تمرين:
7𝑥2+26𝑥−9

𝑥4+4𝑥3+4𝑥2−9
. 𝑑𝑥 

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = 𝑥2(𝑥2 + 4𝑥 + 4) − 9 = 𝑥2(𝑥 + 2)2 − (3)2 
𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = (𝑥2 + 2𝑥)2 − (3)2

= (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥2 + 2𝑥 − 3) 
𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9 = (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥2 + 2𝑥 − 3)

= (𝑥2 + 2𝑥 + 3)(𝑥 − 1)(𝑥 + 3) 
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7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 3
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 2𝑥 + 3
 

 نحصل على: و الإصلاح حذفهاد المقامات و يوحبت
7𝑥2 + 26𝑥 − 9 = (𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥3 + (5𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷)𝑥2 + 
+(9𝐴 + 𝐵 − 3𝐶 + 2𝐷)𝑥 + 9𝐴 − 3𝐷 − 3𝐵 

 بالمطابقة نجد:

{

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0
5𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 7
9𝐴 + 𝐵 − 3𝐶 + 2𝐷 = 26
9𝐴 − 3𝐷 − 3𝐵 = −9

 

𝐴بحل هذه الجملة نجد أن:  = 1, 𝐵 = 1, 𝐶 = −2,𝐷 = 5 

∫
7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
. 𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑥

𝑥 − 1
+∫

𝑑𝑥

𝑥 + 3
+∫

−2𝑥 + 5

𝑥2 + 2𝑥 + 3
. 𝑑𝑥 

∫
7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
. 𝑑𝑥

= 𝑙𝑛|𝑥 − 1| + 𝑙𝑛|𝑥 + 3| − 𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑥 + 3| +
7

√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑥 + 1

√2
) + 𝑐 

∫
7𝑥2 + 26𝑥 − 9

𝑥4 + 4𝑥3 + 4𝑥2 − 9
. 𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 |

𝑥2 + 2𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 3
| +

7

√2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑥 + 1

√2
) + 𝑐 

 .عوامل المقام من الدرجة الثانية و بعضها مكرر الحالة الرابعة:
𝑥2مثل  عندئذٍ من أجل كل عامل من الدرجة الثانية + 𝑝𝑥 + 𝑞   مكرر𝑘   مجموع  يوافقهمرة

𝑘   كما يليكسر بسيط : 
𝑃(𝑥)

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘
=

𝐴1𝑥 + 𝐵1
𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞

+
𝐴2𝑥 + 𝐵2

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)2
+⋯+

𝐴𝑘𝑥 + 𝐵𝑘
(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑘

 

 العددية نوحد المقامات و نحذفها ثم نقوم بعملية المطابقة.ين الثوابت لتعي
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