
  

 كلية العلوم

 الرياضيات :القسم 

 الرابعة السنة :

 

  

 

 

 

 

 

 

 }}  A to Z كتبة  م {{
 

 

 Facebook Group : A to Zكتبةم 

 

    

 

 نظرية المعادلات المادة :

  /نظري/  الثانية المحاضرة :

   كلية الصيدلة , الهندسة التقنيةكلية العلوم ,      

 0931497960 مرق(على الWhat's app-Telegram( أو عبر)SMSيمكنكم طلب المحاضرات برسالة نصية )

5  



 قسم الرياضيات -نظرية المعادلات  لطلاب السنة الرابعة 

 

 المحاضرة الثانية

 

 نظرية الوجود والوحدانية:

′𝑥بفرض لدينا مسألة القيم الابتدائية  = 𝑓(𝑡, 𝑥)  و𝑥(𝑡0) = 𝑥0  حيث𝑓  تابع معرف

ℝومستمر على المنطقة  × ℝ𝑛 ⊃ 𝑢  بحيث𝑢 ∋ (𝑡0, 𝑥0)  و𝑓  يحقق شرط ليبشتز في𝑥 

,𝑓(𝑡‖أي أن        𝑥1) − 𝑓(𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐿‖ 𝑥1 − 𝑥2‖ 

,𝑡)من أجل جميع النقاط وذلك   𝑥2)  وℛ ∋ (𝑡, 𝑥1) حيث 

ℛ = {(𝑡, 𝑥);  |𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑎  , ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝑏} 

δعندئذٍ يوجد  > 0حيث  0 < δ ≤ α = min {𝑎,
𝑏

𝑀
} ; 𝑀 = max

ℛ
‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖  بحيث

𝑡0]يكون لمسألة القيم الابتدائية حل وحيد على المجال  − δ, 𝑡0 + δ]. 

 𝑅: حتى نكون قادرين على العمل داخل  αسبب تعريف : عالهامش فيكن ما تشوفوهاملاحظة 

𝑡|ولذلك نطلب أن يكون  − 𝑡0| ≤ 𝑎    و ‖∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ 𝑏  

𝑡|بما أن  − 𝑡0| ≤ δ    وδ ≤ 𝑎 ⟸ |𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑎     ولذلك فرضنا(α ≤ 𝑎 ) 

αالفرض أما  ≤
𝑏

𝑚
 جاء من: 

,𝑡0]( معرف على 1حل المسألة ) (𝑡)∅نفرض  𝑡0 + α]  وبالتالي من أجل[𝑡0, 𝑡0 + α] ∋ 𝑡 

‖∅(𝑡) − 𝑥0‖ = ‖∫ 𝑓(𝑠, ∅(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

‖ ≤ ∫ ‖𝑓(𝑠, ∅(𝑠))‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀 ∫ 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀(𝑡 − 𝑡0) 

𝑡0]من أجل  − α, 𝑡0] ∋ 𝑡  نجد بالمثل 

‖∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ −𝑀(𝑡 − 𝑡0) 

 فيكون لدينا على كامل المجال

‖∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑀α ≤ 𝑀
𝑏

𝑀
≤ 𝑏 

αأي أنه بأخذ  = min {𝑎,
𝑏

𝑀
فإنه يضمن تحقق الشرطين وبالتالي يضمن العمل داخل المنطقة  {

ℛ. 



الية )طريقة بيكارد( والطريقة ت: الطريقة الأولى هي طريقة التقريبات المتالنظرية بطريقتيننبرهن 

 .النقطة الثابتةمبرهنة الثانية باستخدام 

 بيكارد( ة )طريقةيتالتطريقة التقريبات المنبرهن أولا باستخدام  

  الطريقة على استخدام الشكل التكاملي لحل مسألة القيم الابتدائيةنعتمد في هذه  

∅(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅(𝑠))𝑑𝑠  
𝑡

𝑡0

                                 (2) 

 والمتقاربة من الحل الحقيقي وتكون على الشكل التالي 𝑚(𝑡)∅لبناء متتالية من الحلول التقريبية  

 أي القيمة الابتدائية كتقريب ابتدائي للحل ذ: نأخالخطوة الأولى

∅0(𝑡) = 𝑥0 

 لبناء العنصر الثاني من المتتالية (2)في المعادلة  0∅: نستخدم الخطوة الثانية

∅1(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅0(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

 لبناء العنصر الثالث من المتتالية( 2)في المعادلة  1∅: نستخدم الخطوة الثالثة

∅2(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅1(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

  من المتتالية  𝑚∅لبناء العنصر  𝑚−1∅وهكذا نستخدم  

∅𝑚(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅𝑚−1(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

,0∅ وبالتالي نحصل على متتالية من الحلول التقريبية ∅1 , ∅2 … ∅𝑚, …  

ℛنبرهن أن  أولاً: ∋ (𝑡, ∅𝑚(𝑡))   عندما|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝛼     لنبرهن أنه عندما أي

|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝛼    فإن  

‖∅𝑚(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ 𝑏  و   |𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑎 

𝑡|بما أن  − 𝑡0| ≤ 𝑎  ⇐ α ≤ 𝑎    

𝑚(𝑡)∅‖أن نبرهن باستخدام طريقة الاستقراء الرياضي  − 𝑥0‖ ≤ 𝑏  

𝑚من أجل  أي نثبت صحة العلاقة = (𝑡)1∅‖أي نثبت:  1 − 𝑥0‖ ≤ 𝑏 

‖∅1(𝑡) − 𝑥0‖ = ‖∫ 𝑓(𝑠, 𝑥0)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠‖ ≤ ∫ ‖𝑓(𝑠, 𝑥0)‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀 ∫ 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑀α ≤ 𝑀
𝑏

𝑀
≤ 𝑏 



𝑚نفرض صحة العلاقة من أجل  = 𝑘  ونبرهن صحتها من أجل𝑚 = 𝑘 + 1 

‖∅𝑘+1(𝑡) − 𝑥0‖ = ‖∫ 𝑓(𝑠, ∅𝑘(𝑠))
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠‖ ≤ ∫ ‖𝑓(𝑠, ∅𝑘(𝑠))‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀 ∫ 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀|𝑡 − 𝑡0| ≤ 𝑀α ≤ 𝑀
𝑏

𝑀
≤ 𝑏 

ℛأي  𝑚وبالتالي العلاقة صحيحة من أجل جميع قيم  ∋ (𝑡, ∅𝑚(𝑡)). 

 يمكن أن نكتب،  (𝑡)∅متقاربة وتتقارب نحو الدالة  𝑚(𝑡)∅نبرهن أن المتتالية  ثانياً:

∅0 + ( ∅1 − ∅0) + ( ∅2 − ∅1) + (∅3 − ∅2) + ⋯ + ( ∅𝑚 − ∅𝑚−1) + ⋯ 

= ∅0 + ∑ ( ∅𝑚 − ∅𝑚−1)

∞

𝑚=1

     … (∗) 

 متسلسلة متتالية مجاميعها الجزئية هي  

∅0 + ( ∅1 − ∅0) + ( ∅2 − ∅1) + (∅3 − ∅2) + ⋯ + ( ∅𝑚 − ∅𝑚−1) = ∅𝑚 

وبالتالي فإذا كانت هذه المتسلسلة متقاربة  (∗)متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة هي  𝑚∅ أي أن

 متقاربة (∗)لذلك نبرهن أن المتسلسلة متقاربة  𝑚∅ فإن متتالية مجاميعها الجزئية متقاربة أي 

 متقاربة نبرهن أنها متقاربة نظيمياً  (∗)متسلسلة اللبرهان أن 

‖(𝑡)0∅‖ أن يجب أن نبرهنأي  + ∑ ‖ ∅𝑚 − ∅𝑚−1‖∞
𝑚=1 متقاربة 

‖ ∅1(𝑡) − ∅0‖ = ‖ ∅1(𝑡) − 𝑥0‖ = ‖∫ 𝑓(𝑠, 𝑥0)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠‖ ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑡0| 

‖ ∅2(𝑡) − ∅1(𝑡)‖ = ‖∫ 𝑓(𝑠, ∅1(𝑠))𝑑𝑠 −
𝑡

𝑡0

∫ 𝑓(𝑠, ∅0)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠‖

≤ ∫ ‖𝑓(𝑠, ∅1(𝑠)) − 𝑓(𝑠, ∅0)‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ ∫ 𝐿‖ ∅1(𝑠) − ∅0(𝑠)‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 𝑀𝐿 ∫ |𝑠 − 𝑡0|𝑑𝑠 ≤ 𝑀𝐿
|𝑡 − 𝑡0|2

2!

𝑡

𝑡0

 

 وهكذا نجد

‖ ∅𝑚(𝑡) − ∅𝑚−1(𝑡)‖ ≤ 𝑀𝐿𝑚−1
|𝑡 − 𝑡0|𝑚

𝑚!
≤ 𝑀𝐿𝑚−1

𝛼𝑚

𝑚!
 

‖∅0(𝑡)‖ + ∑ ‖ ∅𝑚 − ∅𝑚−1‖ ≤ 𝑥0 +

∞

𝑚=1

∑
𝑀

𝐿

∞

𝑚=1

(𝐿𝛼)𝑚

𝑚!
         (∗∗) 



𝑒𝐿𝛼سلسلة متقاربة بانتظام ومجموعها  − 1  

فإن متتالية مجامعيها الجزئية أي متقاربة نظيمياً متقاربة  (∗)يؤدي  متقاربة (∗∗)سلسلة الوبالتالي 

∅𝑚(𝑡)  متقاربة ولنرمز لنهايتها بـ∅(𝑡). 

 حل للمسألة القيم الابتدائية )يحقق المعادلة التكاملية( (𝑡)∅نبرهن أن  ثالثاً:

∅𝑚(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅𝑚−1(𝑠))𝑑𝑠 
𝑡

𝑡0

                       (3) 

∅(𝑡) = lim
𝑚→∞

∅𝑚(𝑡) 

𝑓 مستمر 

∅𝑚   تسعى لـ∅  

𝑓(𝑠, ∅𝑚−1(𝑠)) ⟶ 𝑓(𝑠, ∅(𝑠)) 

∞عندما  (3)بأخذ نهاية  ← 𝑚 نحصل على 

∅(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅(𝑠))𝑑𝑠 
𝑡

𝑡0

 

 المعادلة التكامليةيحقق  ∅ فإن

 

 نثبت الآن وحدانية الحل رابعاً:

 حلين للمعادلة التكاملية أي  ̅∅و  ∅نفرض 

∅(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, ∅(𝑠))𝑑𝑠 
𝑡

𝑡0

 

∅̅(𝑡) = 𝑥0 + ∫ 𝑓 (𝑠, ∅̅(𝑠)) 𝑑𝑠 
𝑡

𝑡0

 

 

‖ ∅(𝑡) − ∅̅(𝑡)‖ = ‖∫ 𝑓(𝑠, ∅(𝑠))𝑑𝑠 −
𝑡

𝑡0

∫ 𝑓(𝑠, ∅̅(𝑠))
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠‖

≤ 𝐿 ∫ ‖  ∅(𝑠) − ∅̅(𝑠)‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

 ولنعرف 



𝑈(𝑡) = ∫ ‖  ∅(𝑠) − ∅̅(𝑠)‖𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

 وعليه فإن:

1- 𝑈(𝑡0) = 0 

2- 𝑈(𝑡) ≥ 0         ;  𝑡0 ≤ 𝑡  .  (𝑈(𝑡) ≤ 0         ; 𝑡0 ≥ 𝑡  في حال) 

3- 𝑈′(𝑡) = ‖ ∅(𝑡) − ∅̅(𝑡)‖ 

 

𝑈′(𝑡) ≤ 𝐿𝑈(𝑡) ⟹ 𝑈′(𝑡) − 𝐿𝑈(𝑡) ≤ 0 

∫ (𝑈(𝑠) 𝑒−𝐿𝑠)′𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ 0 

𝑈(𝑡) 𝑒−𝐿𝑡 − 𝑈(𝑡0) 𝑒−𝐿𝑡0 ≤ 0 

⟹  𝑈(𝑡) 𝑒−𝐿𝑡 ≤ 0    ⟹  𝑈(𝑡) ≤ 0     

⟹  𝑈(𝑡) = 0   ⟹  𝑈′(𝑡) = 0  ⟹  ∅(𝑡) = ∅̅(𝑡)  ⟹  .الحل وحيد 

 

 نبرهن الآن نظرية الوجود والوحدانية باستخدام مبرهنة النقطة الثابتة

 

  مبرهنة النقطة الثابتة:

𝐹: 𝐵1وليكن  𝐵مجموعة مغلقة في  𝐵1فضاء باناخ ولتكن  𝐵بفرض  → 𝐵1  مؤثر يحقق شرط

1لبيشتز بثابت  > 𝐿    يسمى(𝐿   )أيفي هذه الحالة مؤثر مقلص 

‖𝐹(𝑥1) − 𝐹(𝑥2)‖ ≤ 𝐿‖𝑥1 − 𝑥2‖                            𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐵1        

𝐹𝑥عندئذٍ يكون للمعادلة  = 𝑥  حل وحيد في𝐵1 هو 𝑥 = 𝑥(𝑡). 

 

 برهان نظرية الوجود والوحدانية باستخدام النقطة الثابتة:

المسألة ضمن فضاء باستخدام النقطة الثابتة نضع  برهان نظرية الوجود والوحدانيةمن أجل  

𝑥 على شكل معادلة من النمط 𝐵باناخ مناسب  = 𝐹𝑥 

 بالشكل   𝐹لنعرف المؤثر 

𝐹: 𝑥 ⟶  𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠  
𝑡

𝑡0

 

𝑥                           تصبح مسألة القيم الابتدائية بالشكل = 𝐹𝑥  

𝐹𝑥 = 𝑥0 + ∫ 𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠  
𝑡

𝑡0

 

  𝑡دالة مستمرة في   𝐹𝑥(𝑡)حيث 

 𝐹لمؤثر لثبتنا أن أأي أنه إذا   𝐹مسألة القيم الابتدائية هي نقط ثابتة للمؤثروبالتالي فإن حلول 
 .ثبتنا أن لمسألة القيم الابتدائية حل وحيدأنقطة ثابتة وحيدة نكون قد 



𝑡لبرهان من أجل باسنكتفي  − 𝑡0 ≤ δ في حالةالبرهان مماثل تماماً  أن حيث 𝑡0 − 𝑡 ≤ δ 

,𝑡0]فضاء التوابع المستمرة والمعرفة على المجال  𝑋ليكن  𝑡0 + δ] 

𝑋 أي  = 𝐶[𝑡0, 𝑡0 + δ]  

‖𝑥‖𝑐 = max
𝑡∈[𝑡0,𝑡0+δ]

‖𝑥(𝑡)‖ 

 ولنأخذ

𝑋 ⊃ 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑋   ; ‖𝑥 − 𝑥0‖𝑐 ≤ 𝑏} 

 ، وبالتالي أصبح لدينا 𝑋مجموعة مغلقة في  𝑆وكذلك فإن 

𝑆 = 𝐵 1        و 𝑋 = 𝐵 

 ننجز البرهان في ثلاث خطوات

 الخطوة الأولى: 

 نبرهن أن 

𝐹: 𝑆 ⟶ 𝑆 

∅ نبرهن أنه من أجلأي  ∈ 𝑆  فإن𝐹∅ ∈ 𝑆 

∅𝐹‖أي نريد برهان أن  − 𝑥0‖𝑐 ≤ 𝑏  

𝐹∅(𝑡) − 𝑥0 = ∫ (𝑓(𝑠, ∅(𝑠)) − 𝑓(𝑠, 𝑥0) + 𝑓(𝑠, 𝑥0))
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠 

‖𝐹∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ ∫ (‖𝑓(𝑠, ∅(𝑠)) − 𝑓(𝑠, 𝑥0)‖ + ‖𝑓(𝑠, 𝑥0)‖)
𝑡

𝑡0

𝑑𝑠 

≤ 𝐿 ∫ ‖∅(𝑠) − 𝑥0‖𝑑𝑠 + ∫ 𝑀
𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0

𝑑𝑠 

∅بما أن  ∈ 𝑆 ⟸    

‖∅(𝑠) − 𝑥0‖ ≤ ‖∅ − 𝑥0‖𝑐 ≤ 𝑏 

 

‖𝐹∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ 𝐿𝑏 ∫ 𝑑𝑠 + ∫ 𝑀
𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0
𝑑𝑠 ≤ (𝐿𝑏 + 𝑀)(𝑡 − 𝑡0) ∀∅ ∈ 𝑆; 

 

max
𝑡∈[𝑡0,𝑡0+δ]

‖𝐹∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ (𝐿𝑏 + 𝑀)(𝑡 − 𝑡0) 

⟹ ‖𝐹∅ − 𝑥0‖𝑐 ≤ (𝐿𝑏 + 𝑀)δ 

δنختار  ≤
𝑏

𝐿𝑏+𝑀
 

⟹ ‖𝐹∅ − 𝑥0‖𝑐 ≤ 𝑏  ⟹ 𝐹∅ ∈ 𝑆 

 

∀∅ ∈ 𝑆 ⟹ 𝐹∅ ∈ 𝑆 ⟹ 𝐹: 𝑆 ⟶ 𝑆 

  الخطوة الثانية:

𝐿تز بمؤثر شبليمؤثر مقلص أي يحقق شرط  𝑓هي أن نبرهن أن  < 1 

𝑆ليكن  ∋ ∅2, ∅ 1   



‖𝐹∅1(𝑡) − 𝐹∅2(𝑡)‖ = ‖ ∫ (𝑓 (𝑠, ∅1(𝑠)) − 𝑓(𝑠, ∅2(𝑠))) 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

‖ 

                       ≤  ∫  ‖𝑓 (𝑠, ∅1(𝑠)) −  𝑓( 𝑠, ∅2(𝑠))‖
𝑡

𝑡0

 𝑑𝑠 

  ≤ 𝐿 ∫ ‖∅1(𝑠) − ∅2(𝑠)‖
𝑡

𝑡0

 𝑑𝑠 

  ≤ 𝐿 ‖∅1 − ∅2‖𝑐 ∫ 𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

           

   ≤ 𝐿 𝛿 ‖∅1 − ∅2‖𝑐              

≤ 𝜌‖∅1 − ∅2‖𝑐                    

𝛿نختار    <
1

𝐿
𝜌حتى يكون    = 𝐿𝛿 < 1 

𝐹𝑥معادلة للأصبحت شروط مبرهنة النقطة الثابتة محققة وبالتالي  = 𝑥  حل وحيد في𝑆  أي

𝑋 لمسألة القيم الابتدائية حل وحيد في ⊇ 𝑆 . 

 الخطوة الثالثة:

 𝑆بقي أن نبرهن أنه لا يوجد حلول لمسألة القيم الابتدائية خارج  

 𝑋 من الفضاءكل حل لمسألة القيم الابتدائية هو عبارة عن تابع مستمر وبالتالي هو تابع 

𝑋 = 𝑐[𝑡0, 𝑡0 + 𝛿]; 𝑥0 ∈ 𝑆 

𝑆الذي يبدأ من  (𝑡)∅سنبرهن أن الحل ∋ 𝑥0  باللحظة𝑡0  لن يغادر𝑆 

𝑡0 أي أنه يوجد لحظة  𝑆سيغادرنفرض جدلا أن هذا الحل  ≤ 𝑡 بحيث يكون 

‖∅(𝑡) − 𝑥0‖ = 𝑏 

𝑡0 ولتكن 𝑆أي أن الحل سيقطع الحد ليخرج خارج المجموعة  ≤ 𝜏  أول لحظة ممكنة لهذا

 التقاطع   

‖∅(𝜏) − 𝑥0‖ = 𝑏 

∀𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏 

‖∅(𝑡) − 𝑥0‖ ≤ ∫(ǀǀ𝑓(𝑠, ∅(𝑠) − 𝑓(𝑠, 𝑥0)ǀǀ + ǀǀ𝑓(𝑠, 𝑥0)ǀǀ )𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

 

≤ ∫(𝐿‖ ∅(𝑠) − 𝑥0‖ + 𝑀)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

 



                ≤ ∫(𝐿 𝑏 + 𝑀)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

≤ (𝐿𝑏 + 𝑀) ǀ𝑡 − 𝑡0ǀ 

𝑡 عندما = 𝜏 نجد 

 𝑏 =  ǀǀ∅(𝜏) − 𝑥0ǀǀ ≤ (𝐿𝑏 + 𝑀)(𝜏 − 𝑡0) ≤ (L b + M)μ 

                                                                           𝜏 = 𝑡0 + 𝜇 

⟹ μ ≥
𝑏

𝐿𝑏 + 𝑀
≥ 𝑆 

 .𝑋وبالتالي لمسألة القيم الابتدائية حل وحيد في   𝑆يبقى محصورا داخل  (𝑡)∅الحل 
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